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Ïðåäèñëîâèå

Íà êàôåäðå îáùåé ôèçèêè âåäåòñÿ ðàáîòà ïî ïîäãîòîâêå è èçäàíèþ îðè-
ãèíàëüíîãî êóðñà «Îáùàÿ ôèçèêà», ïðåäíàçíà÷åííîãî äëÿ ñòóäåíòîâ ôèçè÷åñêèõ
ñïåöèàëüíîñòåé âóçîâ.

Êóðñ áóäåò îõâàòûâàòü ÷åòûðå ðàçäåëà: «Ìåõàíèêà», «Ìîëåêóëÿðíàÿ ôè-
çèêà», «Ýëåêòðîìàãíåòèçì» è «Îïòèêà», ñîîòâåòñòâîâàòü íîâûì ó÷åáíûì ïðî-
ãðàììàì, ðàçðàáîòàííûì íà ôèçè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÌÃÓ, è îòðàæàòü ñîâðå-
ìåííûå òåíäåíöèè è òåõíîëîãèè ôèçè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ.

Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ äàííîãî êóðñà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â íåì íàè-
áîëåå ïîñëåäîâàòåëüíî â ìåòîäè÷åñêîì îòíîøåíèè ïðîâîäèòñÿ òî÷êà çðåíèÿ î
ñóùåñòâåííîì åäèíñòâå îñíîâíûõ ôîðì îáó÷åíèÿ ôèçèêå: ëåêöèé, ëàáîðàòîðíûõ
ýêñïåðèìåíòîâ è ñåìèíàðñêèõ óïðàæíåíèé. Ëåêöèè ïî êàæäîé òåìå íà÷èíàþòñÿ
ñ äåìîíñòðàöèè îñíîâíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ôàêòîâ, êîòîðûå çàòåì àíàëèçè-
ðóþòñÿ è îáîáùàþòñÿ â âèäå ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ è ñîîòíîøåíèé. Òàêîé «ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûé» ïîäõîä ê èçëîæåíèþ ìàòåðèàëà çàêðåïëÿåòñÿ ïðè âûïîëíåíèè
ëàáîðàòîðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, öåëü êîòîðûõ - íàó÷èòü ñòóäåíòîâ íàâûêàì ñà-
ìîñòîÿòåëüíîé ïîñòàíîâêè è ðåøåíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïðîáëåì, ïðîâåäåíèþ ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, âêëþ÷àÿ êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå, à òàêæå ìå-
òîäàì èíòåðïðåòàöèè è àíàëèçà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Áîëåå ãëóáîêîå
ïîíèìàíèå îñíîâíûõ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé è çàêîíîìåðíîñòåé äîñòèãàåòñÿ íà ñå-
ìèíàðñêèõ çàíÿòèÿõ.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîñòàâëåííûìè çàäà÷àìè êàæäûé ðàçäåë êóðñà áóäåò
ñîñòîÿòü èç ÷åòûðåõ ïîñîáèé: «Ëåêöèè», «Ëåêöèîííûé ýêñïåðèìåíò», «Ëàáîðà-
òîðíûé ýêñïåðèìåíò», «Ñåìèíàðñêèå çàíÿòèÿ». Ïîñîáèÿ, íàïèñàííûå â åäèíîì
ìåòîäè÷åñêîì êëþ÷å, áóäóò êîìïëåêòîâàòüñÿ âèäåîçàïèñÿìè ëåêöèîííûõ äåìîí-
ñòðàöèé è äèñêåòàìè ñ îïèñàíèåì ìîäåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Ëåêöèè ïî ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä ÿâëÿþòñÿ ÷àñòüþ ãîòîâÿùåãîñÿ ê
èçäàíèþ êóðñà «Ìåõàíèêà» è ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñàìîñòîÿòåëüíîå ó÷åá-
íîå ïîñîáèå ïî äàííîé òåìå. Ëåêöèè íàïèñàíû íà îñíîâå êóðñîâ, ÷èòàåìûõ àâòî-
ðàìè íà ôèçè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÌÃÓ. Ïîñêîëüêó ðàçäåë «Ìåõàíèêà ñïëîøíûõ
ñðåä» íåâîçìîæíî èçëîæèòü áåç ïðèìåíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàòåìàòè÷åñ-
êîãî àïïàðàòà, òî îí ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ ñëîæíûõ ðàçäåëîâ êóðñà îáùåé
ôèçèêè. Èçëîæåíèå ìàòåðèàëà ïîñòðîåíî íà èíäóêòèâíîì ìåòîäå, â ðàìêàõ êî-
òîðîãî ñòóäåíòû âíà÷àëå èçó÷àþò áîëåå ïðîñòûå òåìû «Ãèäðîñòàòèêà» è «Àýðî-
ñòàòèêà», à çàòåì èçó÷àþò äèíàìèêó äâèæóùèõñÿ æèäêîñòåé è ãàçîâ. Â êîíöå
ñòóäåíòû çíàêîìÿòñÿ ñ îñíîâíûìè óðàâíåíèÿìè ãèäðîäèíàìèêè, ïîëó÷àþùèìèñÿ
êàê îáîáùåíèå� ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ äâèæåíèÿ ñïëîøíûõ ñðåä. Ýòî, ïî íàøåìó ìíå-
íèþ, ïîçâîëèò èì äîñòàòî÷íî ëåãêî àäàïòèðîâàòüñÿ ïðè èçó÷åíèè ìåõàíèêè ñïëîø-
íûõ ñðåä â êóðñå òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè.

Àâòîðû âûðàæàþò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ïðîôåññîðó Â.Ï. Êàíäèäîâó,
äîöåíòó Ñ.À.Øëåíîâó è äîöåíòó Ñ.Ñ.×åñíîêîâó çà ëþáåçíî ïðåäîñòàâëåííûå ðå-
çóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ôîðìèðîâàíèÿ èçîáðàæåíèÿ ãëàâíîãî çäà-
íèÿ ÌÃÓ ñ ó÷åòîì òóðáóëåíòíûõ àòìîñôåðíûõ èñêàæåíèé, äîöåíòó Ì.Â.Ñåìå-
íîâó çà âíèìàòåëüíîå ïðî÷òåíèå ðóêîïèñè è öåííûå çàìå÷àíèÿ, à òàêæå Ê.Á.Áå-
ãóí, Ì.Ï.Âèíîãðàäîâó è À.À.ßêóòå çà ïîäãîòîâêó ðóêîïèñè ê èçäàíèþ.
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ËÅÊÖÈß 1

Äåôîðìàöèè òâåðäîãî òåëà. Ïîíÿòèå î òåíçîðå äåôîðìàöèé. Àáñîëþòíî
óïðóãîå òåëî è åãî äåôîðìàöèè. Êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà. Óïðóãèå íàïðÿæåíèÿ.
Ìîäóëè Þíãà è ñäâèãà. Äåôîðìàöèè ïðè èçãèáå è êðó÷åíèè. Óñòîé÷èâîñòü òåë
ïðè äåôîðìàöèÿõ. Ýíåðãèÿ óïðóãèõ äåôîðìàöèé.

Â ìåõàíèêå òâåðäîãî òåëà ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ïîä äåéñòâèåì ïðèëî-
æåííûõ ñèë â òåëå âîçíèêàþò äåôîðìàöèè, îäíàêî îíè íå ïðèíèìàëèñü â
ðàñ÷åò ïðè îïèñàíèè äâèæåíèÿ ýòîãî òåëà êàê öåëîãî.

Âî ìíîãèõ âàæíûõ ñëó÷àÿõ ó÷åò äåôîðìàöèé ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì,
íàïðèìåð, êîãäà ðå÷ü èäåò î öåëîé îáëàñòè ôèçèêè � î ìåõàíèêå ñïëîøíîé
ñðåäû � èëè î ðàñ÷åòå ïðî÷íîñòè ìíîãî÷èñëåííûõ êîíñòðóêöèé è äåòàëåé
ìàøèí è ìåõàíèçìîâ, áàçèðóþùåìñÿ íà îòäåëüíîé èíæåíåðíîé íàóêå, íà-
çûâàåìîé ñîïðîòèâëåíèå ìàòåðèàëîâ è ò.ä.

Â ýòîé ëåêöèè ìû ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå òâåðäûõ òåë, êîòîðûå äå-
ôîðìèðóþòñÿ ïîä äåéñòâèåì ïðèëîæåííûõ ñèë. Íàäî îòìåòèòü, ÷òî îñíîâíûå
ïîëîæåíèÿ ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìûõ òâåðäûõ òåë, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê
ñïëîøíûå ñðåäû, áûëè ðàçðàáîòàíû â íà÷àëå XIX â. è ñîñòàâëÿþò îñíîâó
ñîâðåìåííîé òåîðèè óïðóãîñòè.

Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîä äåéñòâèåì ïðèëîæåííûõ ñèë òåëà â òîé
èëè èíîé ñòåïåíè ìåíÿþò ñâîþ ôîðìó è îáúåì, ÷òî íà ìèêðîñêîïè÷åñêîì
óðîâíå îçíà÷àåò îòíîñèòåëüíîå ñìåùåíèå àòîìîâ, ñîñòàâëÿþùèõ òåëî. Äëÿ
óäîáñòâà îïèñàíèÿ äåôîðìàöèé ìûñëåííî ðàçîáüåì òåëî íà ôèçè÷åñêè ìà-
ëûå îáúåìû (èíîãäà èõ áóäåì íàçûâàòü ÷àñòèöû), ñîäåðæàùèå, îäíàêî, áîëü-
øîå ÷èñëî àòîìîâ. Â îòñóòñòâèå äåôîðìàöèé àòîìû íàõîäÿòñÿ â ñîñòîÿíèè
òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ, à âñå ìàëûå îáúåìû � â ìåõàíè÷åñêîì ðàâíîâåñèè.
Òîãäà ñóììà ñèë è ìîìåíòîâ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà âûäåëåííûé îáúåì ñî
ñòîðîíû ïðèìûêàþùèõ ê íåìó äðóãèõ îáúåìîâ, áóäåò ðàâíà íóëþ. Èçìåíå-
íèÿ  ïîëîæåíèé àòîìîâ ïðè äåôîðìàöèÿõ ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî â òåëå âîçíè-
êàþò âíóòðåííèå ñèëû, èëè âíóòðåííèå íàïðÿæåíèÿ, ñòðåìÿùèåñÿ âåðíóòü
òåëî â ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî âíóòðåííèå ñèëû, êàê ñèëû ìîëåêóëÿðíîãî âçà-
èìîäåéñòâèÿ, ÿâëÿþòñÿ êîðîòêîäåéñòâóþùèìè. Òîëüêî ñîñåäíèå àòîìû èëè
ìîëåêóëû ýôôåêòèâíî âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì. Ýòî óïðîùàåò ñèòóà-
öèþ, ïîñêîëüêó ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü, ÷òî ñèëû, äåéñòâóþùèå íà ìàëûé îáúåì,
ïðèëîæåíû ê îãðàíè÷èâàþùåé åãî ïîâåðõíîñòè.

Ýëåìåíòàðíûå äåôîðìàöèè. Êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà.
Ïðè âñåì ìíîãîîáðàçèè ñëó÷àåâ ïðîèçâîëüíóþ äåôîðìàöèþ òåëà ìîæíî

ñâåñòè ê äâóì ýëåìåíòàðíûì äåôîðìàöèÿì � ðàñòÿæåíèþ (ñæàòèþ) è ñäâèãó.

Îáðàòèìñÿ ê îïûòó. Çàêðåïèì îäèí êîíåö ðåçèíîâîãî øíóðà äëèíîé l ,
èìåþùåãî êâàäðàòíîå ñå÷åíèå, è ïîòÿíåì çà äðóãîé êîíåö ñ ïîñòîÿííîé ñèëîé.

Øíóð ïðèäåò â íîâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñ äëèíîé l l1 >  (ðèñ. 1.1). Òàêóþ
ïðîñòåéøóþ äåôîðìàöèþ ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü îòíîñèòåëüíûì óäëèíåíèåì

ε =
−l l

l

1 ,                                         (1.1)

Ïðè ýòîì ðàñòÿæåíèþ ñîîòâåòñòâóåò ε > 0 , à ñæàòèþ � ε < 0 .
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Äåôîðìàöèþ ñäâèãà ìîæíî íà-
áëþäàòü â îïûòå ñ ðåçèíîâûì êóáè-
êîì, åñëè çàêðåïèòü, íàïðèìåð, åãî
íèæíåå îñíîâàíèå, à ê âåðõíåìó îñ-
íîâàíèþ ïðèëîæèòü êàñàòåëüíóþ ñèëó
(ðèñ. 1.2). Äåôîðìàöèÿ â ýòîì ñëó÷àå áó-
äåò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ ïàðàìåòðîì

γ = tg α,               (1.2)
çàâèñÿùèì îò óãëà ñäâèãà α, êîòîðûé
â áîëüøèíñòâå ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ
ñëó÷àåâ ìàë, è γ  ≈ α.

Îòìåòèì òàêæå èçâåñòíûé
ôàêò, ÷òî ïðè ðàñòÿæåíèè ðåçèíîâîãî
øíóðà åãî ïîïåðå÷íûé ðàçìåð d óìåíü-
øàåòñÿ äî âåëè÷èíû d1. Òàêîå ïîïåðå÷-
íîå ñæàòèå õàðàêòåðèçóåòñÿ ïàðàìåò-
ðîì

ε ⊥ =
−

=
d d

d
d
d

1 ∆ .           (1.3)

Îïûòíûì ïóòåì óñòàíîâëåíî, ÷òî îòíîøåíèåê ε ⊥ ê ε  ïðèáëèçèòåëü-
íî îäèíàêîâî äëÿ ðàçíûõ äåôîðìàöèé îäíîãî è òîãî æå ìàòåðèàëà. Ïîýòîìó â
òåîðèè óïðóãîñòè ìàòåðèàë õàðàêòåðèçóåòñÿ êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà

µ
ε
ε

= − ⊥
.                                             (1.4)

Êàêîâî ÷èñëåííîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà? ×òîáû îòâå-
òèòü íà ýòîò âîïðîñ, ïîäñ÷èòàåì èçìåíåíèå îáúåìà ðåçèíîâîãî øíóðà.

Â îòñóòñòâèå äåôîðìàöèè åãî îáúåì V d= l
2 , îáúåì æå äåôîðìèðî-

âàííîãî øíóðà

V d d V1 1 1
2 2 21 1 1 2= = + + ≈ + +⊥ ⊥l l( ) ( ) ( )ε ε ε ε .            (1.5)

Â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè ìû ïðåíåáðåãëè ìàëûìè âåëè÷èíàìè ε ⊥
2 , 2εε ⊥  è  εε⊥

2 .

Ñ ó÷åòîì (1.4) îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå îáúåìà çàïèøåòñÿ â âèäå

( )∆V
V

V V
V

=
−

≈ + = −⊥
1 2 1 2ε ε ε µ .                       (1.6)

Ïîñêîëüêó ïðè ðàñòÿæåíèè ( ε > 0 ) îáúåì íèêîãäà íå óìåíüøàåò-

ñÿ, òî 0 1 2< ≤µ / .
Äëÿ èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ, èìåþùèõ îäèíàêîâûå ìåõàíè÷åñêèå ñâîé-

ñòâà ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì, êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 1 4 1 3/ /≤ ≤µ , â ÷àñò-
íîñòè, äëÿ ìåòàëëîâ µ = 3/10.

Ïîíÿòèå î òåíçîðå äåôîðìàöèé.
Â ðàññìîòðåííûõ âûøå ñëó÷àÿõ ìû èìåëè äåëî ñ îäíîìåðíûìè îäíî-

ðîäíûìè äåôîðìàöèÿìè ðàñòÿæåíèÿ è ñäâèãà (âäîëü îäíîãî íàïðàâëåíèÿ),

d d1

1

F

l

l

Ðèñ. 1.1

F

α

Ðèñ. 1.2
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êîãäà ε  è γ  îêàçûâàëèñü îäíèìè è òåìè æå äëÿ âñåõ ýëåìåíòàðíûõ îáúåìîâ
ðåçèíîâîãî øíóðà. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ñèòóàöèÿ ãîðàçäî ñëîæíåå: ñ îäíîé ñòî-
ðîíû, äåôîðìàöèè ìåíÿþòñÿ îò òî÷êè ê òî÷êå (íåîäíîðîäíûå äåôîðìàöèè), à
ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíè íå ÿâëÿþòñÿ îäíîìåðíûìè. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî
äåôîðìàöèè â íåêîòîðîé òî÷êå P îïèñûâàþòñÿ òðåìÿ äåôîðìàöèÿìè ðàñòÿæå-

íèÿ ε11 , ε 22 , ε 33 ìàëåíüêîãî êóáèêà ñ
òî÷êîé P âíóòðè (ðèñ. 1.3) è äâóìÿ
ñäâèãàìè êàæäîé èç òðåõ ãðàíåé êóáè-

êà: γ 12 , γ 13 ; γ 21 , γ 23 ; γ 31 , γ 32 . Çäåñü
ïåðâûé èíäåêñ i îçíà÷àåò, ÷òî ãðàíü

êóáèêà ïåðïåíäèêóëÿðíà îñè X i , âòî-
ðîé èíäåêñ j îçíà÷àåò, ÷òî ãðàíü ñìå-

ùàåòñÿ âäîëü îñè X j . Òàêèì îáðàçîì,

íåîäíîðîäíûå äåôîðìàöèè â êàæäîé
òî÷êå òåëà â îáùåì ñëó÷àå õàðàêòåðè-
çóþòñÿ íàáîðîì äåâÿòè âåëè÷èí, ÿâ-
ëÿþùèõñÿ ôóíêöèÿìè êîîðäèíàò. Ýòè
äåâÿòü âåëè÷èí ñîñòàâëÿþò òåíçîð äå-
ôîðìàöèé, îäíàêî íåçàâèñèìû ëèøü
øåñòü åãî âåëè÷èí.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïîäðîáíåå ïîäõîä, èñïîëüçóåìûé äëÿ îïèñà-
íèÿ äåôîðìàöèè â íåêîòîðîé òî÷êå P è ïðèâîäÿùèé ê ïîíÿòèþ òåíçîðà
äåôîðìàöèé. Ïóñòü òåëî íàõîäèòñÿ â íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè, è èçâå-
ñòíî ïîëîæåíèå êàæäîé èç åãî ÷àñòèö, çàäàííîå ðàäèóñ-âåêòîðîì r îòíîñè-
òåëüíî íåêîòîðîé ñèñòåìû êîîðäè-
íàò, êàê, íàïðèìåð, ïîëîæåíèå òî÷-
êè P íà ðèñ 1.4. Ïðè äåôîðìèðîâà-
íèè âñå òî÷êè òåëà, âîîáùå ãîâîðÿ,
ñìåùàþòñÿ. Ñìåùåíèå êàæäîé òî÷êè
ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü âåêòîðîì

ñìåùåíèÿ u( , , )x x x1 2 3 , ÿâëÿþùèìñÿ
ïðè íåîäíîðîäíûõ äåôîðìàöèÿõ ôóí-
êöèåé êîîðäèíàò. Îäíàêî äåôîðìàöèè
â òî÷êå áóäóò îïðåäåëåíû ëèøü òîã-
äà, êîãäà èçâåñòíî ñìåùåíèå ñîñåä-
íèõ ñ òî÷êîé P ÷àñòèö òåëà. Òàêèì
îáðàçîì, çàäàíèå ñìåùåíèÿ âñåõ ÷à-
ñòèö òåëà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò åãî
äåôîðìàöèþ. Â ñàìîì äåëå, ðàññìîò-
ðèì äâå áåñêîíå÷íî áëèçêèå òî÷êè

P x x x( , , )1 2 3  è ′ + + +P x dx x dx x dx( , , )1 1 2 2 3 3 , èìåþùèå ñìåùåíèÿ u( , , )x x x1 2 3

è ′ = + + +u u( , , )x dx x dx x dx1 1 2 2 3 3 . Èç ðèñóíêà íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè
âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå òî÷åê â íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè çàäàâàëîñü

ðàäèóñ-âåêòîðîì { }d dx dx dxl 1 2 3, , , òî â ðåçóëüòàòå äåôîðìàöèé íîâîå âçàèì-

íîå ðàñïîëîæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì

X

P

X

X

3

2

1

Ðèñ. 1.3

Ðèñ. 1.4

0

0

X

P

r

u

dl

d ´l
u´

P´

X

X

3

2

1
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d d d d′ = + ′ − = +l l lu u u .                                  (1.7)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ′ =u u , òî äåôîðìàöèè â òî÷êå P îòñóòñòâóþò.
Äëÿ óäîáñòâà îïèñàíèÿ äåôîðìàöèé âîçâåäåì (1.7) â êâàäðàò è áóäåì

îïåðèðîâàòü ñ ìîäóëÿìè âåêòîðîâ dl  è d ′l . Òîãäà

( ) ( ) ( )d d d d du′ = + ⋅ +l l
2 2 22 l u .                       (1.8)

Â ðàâåíñòâå (1.8) ïðåíåáðåæåì ïîñëåäíèì ÷ëåíîì â ïðàâîé ÷àñòè,

ïîñêîëüêó ñ÷èòàåì äåôîðìàöèè ìàëûìè ( du d<< l ), à ïðîåêöèè âåêòîðà du
ïðåäñòàâèì â âèäå ñóìì

( )d du
u
x

dxi i
i

jj
ju = =

=
∑ ∂

∂1

3

;    i = 1,2,3.                        (1.9)

Âûðàæåíèå (1.9), ïî ñóùåñòâó, îïèñûâàåò ïðèðàùåíèå êàæäîé èç òðåõ ïðî-

åêöèé âåêòîðà ñìåùåíèÿ ïðè ïåðåõîäå èç òî÷êè P â òî÷êó ′P  è ñîäåðæèò òðè
ñëàãàåìûõ, êàæäîå èç êîòîðûõ åñòü ïðîèçâåäåíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè ui â
òî÷êå P íà ïðèðàùåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî àðãóìåíòà dxj.

Ðàñïèñûâàÿ â (1.8) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â âèäå

d d dx du dx du dx dul ⋅ = + +u 1 1 2 2 3 3

è ïîäñòàâëÿÿ (1.9) â (1.8), ïîëó÷èì

( ) ( ) ( )d d
u
x

dx dx d U dx dxi

jji
j i ij

ji
j i′ = + = +

== ==
∑∑ ∑∑l l l

2 2

1

3

1

3
2

1

3

1

3
2 2

∂
∂ ,          (1.10)

ãäå, ïî îïðåäåëåíèþ,

U
u
x

u

xij
i

j

j

i
= +











1
2

∂
∂

∂
∂                                   (1.11)

� òåíçîð äåôîðìàöèé. Èç åãî îïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ñèììåò-
ðè÷íûì òåíçîðîì (Uij= Uji).

Äëÿ îïèñàíèÿ äåôîðìàöèé â êàæäîé òî÷êå P ìîæíî âûáðàòü òàêóþ
ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé òîëüêî òðè äèàãîíàëüíûå êîìïîíåíòû òåíçîðà
U11, U22 è U33 áóäóò îòëè÷íû îò íóëÿ. Êàê è â ñëó÷àå òåíçîðà èíåðöèè, äëÿ
êàæäîé òî÷êè òåëà P ñóùåñòâóþò ñâîè òðè ãëàâíûå îñè, îòíîñèòåëüíî êîòî-
ðûõ ôîðìóëà (1.10) èìååò íàèáîëåå ïðîñòîé âèä:

( ) ( )

( ) ( ) ( )

d d U dx U dx U dx

dx U dx U dx U

′ = + + + =

= + + + + +

l l
2 2

11 1
2

22 2
2

33 3
2

1
2

11 2
2

22 3
2

33

2 2 2

1 2 1 2 1 2 .              (1.12)

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì äåôîðìàöèþ ñäâèãà â ðåçèíîâîì
êóáå, èçîáðàæåííîì íà ðèñ. 1.2. Äëÿ óäîáñòâà íàíåñåì íà åãî áîêîâóþ
ãðàíü ïðÿìîóãîëüíóþ ñåòêó, ðàçáèâàþùóþ ýòó ãðàíü íà ìàëåíüêèå êâàä-
ðàòèêè ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè åå äèàãîíàëÿì (ðèñ. 1.5à).  Ïðè äå-
ôîðìàöèè êâàäðàòèêè ïðåâðàùàþòñÿ â ïðÿìîóãîëüíèêè (ðèñ. 1.5á). Åñëè

ïîä dl  è d ′l  ïîíèìàòü äëèíû äèàãîíàëåé ýëåìåíòàðíûõ êâàäðàòèêà è
ïðÿìîóãîëüíèêà ñîîòâåòñòâåííî, òî ýòè äëèíû ìîæíî ñâÿçàòü ôîðìóëîé
(1.12) òîëüêî â ñèñòåìå êîîðäèíàò, îñè êîòîðîé Õ1 è Õ2 íàïðàâëåíû
âäîëü ðåáåð ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê (îñü Õ3 ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè ÷åð-
òåæà).
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Îáîáùàÿ ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò, ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî ïðè ïðîèçâîëü-
íûõ äåôîðìàöèÿõ ãëàâíûå îñè â ëþáîé òî÷êå P äîëæíû áûòü íàïðàâëåíû ïà-
ðàëëåëüíî ðåáðàì ýëåìåíòàðíîãî ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåïèïåäà, êîòîðûé ïðè
äåôîðìàöèè îñòàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûì ïàðàëëåïèïåäîì. Äåôîðìàöèè ñäâèãà îò-
íîñèòåëüíî ãëàâíûõ îñåé êîîðäèíàò îòñóòñòâóþò. Íèæå ìû óñòàíîâèì ñâÿçü
ìåæäó äåôîðìàöèÿìè ñäâèãà è íåäèàãîíàëüíûìè êîìïîíåíòàìè òåíçîðà äå-
ôîðìàöèé.

Âûÿñíèì äàëåå ôèçè÷åñêèé ñìûñë äèàãîíàëüíûõ êîìïîíåíò U11, U22

è U33. Îòíîñèòåëüíîå óäëèíåíèå êàæäîãî ðåáðà ïàðàëëåëåïèïåäà ðàâíî ñîîò-
âåòñòâóþùåé äèàãîíàëüíîé êîìïîíåíòå òåíçîðà äåôîðìàöèé. Â ñàìîì äåëå,

ε i
i ii i

i
ii ii

dx U dx

dx
U U=

+ −
= + − ≈

1 2
1 2 1 .             (1.13)

Ïóñòü â îêðåñòíîñòè òî÷êè P(x1,x2,x3) äåôîðìàöèè òàêîâû, ÷òî ïàðàë-
ëåëåïèïåä ñî ñòîðîíàìè dx1, dx2 è dx3 ïðåâðàùàåòñÿ â äðóãîé ïàðàëëåëåïèïåä.
Äëÿ íàãëÿäíîñòè ðàññìîòðèì êàðòèíó äåôîðìàöèè â ïëîñêîñòè X1X2 (ðèñ. 1.6à).
Ñìåùåíèÿ âåðøèí ïðÿìîóãîëüíèêà ïðè äåôîðìàöèè èçîáðàæåíû ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè âåêòîðàìè. Äëèíû ïðÿìîóãîëüíèêà â íàïðàâëåíèè ãëàâíûõ îñåé
X1 è X2 èçìåíèëèñü äî âåëè÷èí

dx dx u x dx x u x x

dx dx u x x dx u x x

′ = + + −
′ = + + −
1 1 1 1 1 2 1 1 2

2 2 2 1 2 2 1 1 2

( , ) ( , ),

( , ) ( , ).                       (1.14)

Èç (1.14) ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ îòíîñèòåëüíûå óäëèíåíèÿ:

ε
∂
∂

ε
∂
∂

1
1 1

1

1 1 1 2 1 1 2

1

1

1
11

2
2 2

2

2 1 2 2 2 1 2

2

2

2
22

= ′ −
=

+ −
= =

= ′ −
=

+ −
= =

dx dx
dx

u x dx dx u x x
dx

u
x

U

dx dx
dx

u x x dx u x x
dx

u
x

U

( , ) ( , )
,

( , ) ( , )
.
    (1.15)

Ñîîòíîøåíèå (1.13)  ïîçâîëÿåò ñâÿçàòü èçìåíåíèå ýëåìåíòàðíîãî îáúåìà
ñ äèàãîíàëüíûìè êîìïîíåíòàìè òåíçîðà. Îáúåì ýëåìåíòàðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà

dV dx dx dx dx dx dx U U U′ = ′ ⋅ ′ ⋅ ′ = ⋅ ⋅ + + +1 2 3 1 2 3 11 22 331 2 1 2 1 2    (1.16)

Ðèñ. 1.5

X X1 2

dl d ¢l

à á
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è òàêæå èçìåíÿåòñÿ ïðè äåôîðìàöèÿõ. Îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå ýòîãî

îáúåìà ïðè ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ ( Uii << 1), êàê ñëåäóåò èç (1.16), ðàâíî

dV dV
dV

U U U
′ −

≈ + +11 22 33 .                        (1.17)

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïðè ñäâèãå îáúåì òåëà íå ìåíÿåòñÿ. Ïîýòîìó ïðè äå-
ôîðìàöèÿõ ñäâèãà ñóììà äèàãîíàëüíûõ êîìïîíåíò òåíçîðà äåôîðìàöèé (èíîãäà
óïîòðåáëÿþò òåðìèí «ñëåä òåíçîðà»), ïðèâåäåííîãî ê ãëàâíûì îñÿì, ðàâíà íóëþ
(ñì. íèæå).

Ïîÿñíèì äàëåå ôèçè÷åñêèé ñìûñë íåäèàãîíàëüíûõ êîìïîíåíò òåí-
çîðà äåôîðìàöèé. Ïóñòü ïàðàëëåëåïèïåä èñïûòûâàåò äåôîðìàöèþ, â ðå-
çóëüòàòå êîòîðîé ïðÿìîóãîëüíèê íà ðèñ. 1.6 á ïðåâðàùàåòñÿ â ïàðàëëå-

ëîãðàìì. Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå ìû îòâëåêàåìñÿ, êàê è ðàíåå, îò
ñìåùåíèÿ ÷àñòèö âäîëü îñè Õ3. Ëåãêî ïîäñ÷èòàòü óãëû α1 è α2 , íà êîòî-
ðûå ïîâåðíóëèñü ñòîðîíû ïàðàëëåëîãðàììà îòíîñèòåëüíî ñòîðîí ïðÿìî-
óãîëüíèêà. Îíè, î÷åâèäíî, ðàâíû

                          α α
∂
∂1 1

2 1 1 2 2 1 2

1

2

1
≈ =

+ −
=tg

u x dx x u x x
dx

u
x

( , ) ( , )
,

                          α α
∂
∂2 2

1 1 2 2 1 1 2

2

1

2
≈ =

+ −
=tg

u x x dx u x x
dx

u
x

( , ) ( , )
.

Òîãäà óãîë ñäâèãà

a a a
¶

¶

¶

¶
= + = + = =1 2

1

2

2

1
12 212 2

u
x

u
x

U U .

Òàêèì îáðàçîì, íåäèàãîíàëüíûå êîìïîíåíòû òåíçîðà äåôîðìàöèé îïðåäå-
ëÿþò ñäâèãîâûå óãëû α  â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïëîñêîñòÿõ.

Óïðóãèå òåëà.
Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ïðè äåôîðìàöèÿõ âîçíèêàþò âíóòðåííèå

íàïðÿæåíèÿ, êîòîðûå, â îáùåì ñëó÷àå, çàâèñÿò íå òîëüêî îò äåôîðìàöèé,

à
Ðèñ. 1.6

á

X

X

22

2

11

1

α

α

X

P

dx

dx

dx́

dx́

P´

X

2

1

1

2
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íî è îò ñêîðîñòåé, ñ êîòîðûìè ýòè äåôîðìàöèè ïðîèñõîäÿò. Â ýòîì ëåãêî
óáåäèòüñÿ, åñëè âçÿòü ïîëèìåðíîå âåùåñòâî, êîòîðîå â îáû÷íûõ óñëîâèÿõ
ìåäëåííî ðàñòåêàåòñÿ ïîäîáíî çàìàçêå. Ìîæíî áåç îñîáûõ óñèëèé èçìåíèòü
åãî ôîðìó, åñëè äåëàòü ýòî ìåäëåííî. Îäíàêî, åñëè èç ýòîãî âåùåñòâà âûëå-
ïèòü øàðèê, òî ëåãêî îáíàðóæèòü, ÷òî òàêîé øàðèê îáëàäàåò õîðîøèìè óï-
ðóãèìè ñâîéñòâàìè, ïîäñêàêèâàÿ ïîñëå óäàðà îá ïîë ïðàêòè÷åñêè íà òó æå
âûñîòó, ñ êîòîðîé îí áûë áðîøåí áåç íà÷àëüíîé ñêîðîñòè. Ýòîò îïûò ïîêà-
çûâàåò, ÷òî íàïðÿæåíèÿ, ïîäîáíî ñèëàì âÿçêîãî òðåíèÿ, âîçðàñòàþò ïî ìåðå
óâåëè÷åíèÿ ñêîðîñòè äåôîðìàöèè. Â ðÿäå ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ñëó÷àåâ íàïðÿ-
æåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî äåôîðìàöèÿìè. Òàêèå òåëà íàçûâàþòñÿ àáñîëþò-
íî óïðóãèìè òåëàìè, èëè óïðóãèìè òåëàìè. Çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì òàêèõ
òåë ÿâëÿåòñÿ ñïîñîáíîñòü ïîëíîñòüþ âîññòàíàâëèâàòü ñâîþ ôîðìó ïîñëå ñíÿ-
òèÿ âíåøíèõ óñèëèé, ïðèêëàäûâàåìûõ ê òåëó.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ðàñòÿæåíèå (èëè ñæàòèå) ñòåðæíÿ (ðèñ. 1.1)
ïîä äåéñòâèåì ñèëû F, ïðèëîæåííîé ïåðïåíäèêóëÿðíî ê òîðöåâîé ãðàíè ñ
ïëîùàäüþ ñå÷åíèÿ S. Ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì âîçðàñòàíèè íàãðóçêè âíà÷àëå
äåôîðìàöèè ðàçâèâàþòñÿ ðàâíîìåðíî ïî äëèíå ñòåðæíÿ è ðàñòóò ïðîïîðöè-
îíàëüíî íàãðóçêå, ò.å.

ε χ χσ=
−

= ⋅ =
l l

l

1 F
S

.                                 (1.18)

Âåëè÷èíà σ = F S/  íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì íàïðÿæåíèåì â òîðöå-
âîì ñå÷åíèè ñòåðæíÿ. Ïðîïîðöèîíàëüíîñòü äåôîðìàöèé ε  ñîîòâåòñòâóþùèì
íàïðÿæåíèÿì âûðàæàåò çàêîí Ãóêà. Êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè χ íà-
çûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì óäëèíåíèÿ è äëÿ êàæäîãî ìàòåðèàëà îïðåäåëÿåòñÿ
îïûòíûì ïóòåì. Òàê êàê ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ε  ãîðàçäî ìåíüøå σ , òî χ �
âåñüìà ìàëàÿ âåëè÷èíà. Ïîýòîìó îáû÷íî ââîäÿò ìîäóëü óïðóãîñòè (ìîäóëü
Þíãà) E = χ�1, è çàêîí Ãóêà îêîí÷àòåëüíî çàïèñûâàþò â âèäå

ε σ= / E .                                              (1.19)
Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòîò çàêîí âûïîëíÿåòñÿ ëèøü â îïðåäåëåííîì

èíòåðâàëå íàïðÿæåíèé. Åñëè ðàñòÿãèâàòü ñòåðæåíü, ïîñëåäîâàòåëüíî óâåëè-
÷èâàÿ îò íóëÿ ïðèëîæåííóþ ê íåìó ñèëó, òî êàæäûé ðàç, ïîñëå ñíÿòèÿ íà-

ãðóçêè, äåôîðìàöèÿ èñ÷åçàåò. Îäíàêî, ïðè íåêîòîðîì íàïðÿæåíèè s s³ ó

ïîÿâëÿåòñÿ çàìåòíîå îñòàòî÷íîå óäëèíåíèå. Ýòî íàïðÿæåíèå só  íàçûâàåòñÿ

ïðåäåëîì óïðóãîñòè. Íà ðèñ. 1.7 èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòü äåôîðìàöèé îò íà-
ïðÿæåíèé, íàçûâàåìàÿ äèàãðàììîé ðàñòÿæåíèé. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî çàêîí
Ãóêà âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî â ÷àñòè îáëàñòè óïðóãîñòè � îáëàñòè ïðîïîðöèî-

íàëüíîñòè, êîãäà 0 ≤ ≤σ σï .
Ïðè âîçðàñòàíèè íàãðóçêè íàáëþäàåòñÿ ÿâëåíèå òåêó÷åñòè, ò.å. ðîñò

óäëèíåíèÿ îáðàçöà ïðè ïîñòîÿííîé íàãðóçêå sò , íàçûâàåìîé ïðåäåëîì òå-
êó÷åñòè. Îòìåòèì, ÷òî òå÷åíèå ìàòåðèàëà ïðîèñõîäèò ðàâíîìåðíî ïî âñåé
äëèíå ñòåðæíÿ. Çà ïðåäåëàìè îáëàñòè òåêó÷åñòè äàëüíåéøåå óäëèíåíèå ñòåðæ-
íÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ óâåëè÷åíèåì σ. Îäíàêî äåôîðìàöèè áóäóò ðàñïðåäåëåíû
óæå íåîäèíàêîâî ïî äëèíå ñòåðæíÿ (ðèñ. 1.8) � â íåêîòîðîì ìåñòå ìîæíî

çàìåòèòü îáðàçîâàíèå øåéêè. Ïðè íàïðÿæåíèè σM , íàçûâàåìîì ïðåäåëîì ïðî÷-
íîñòè, â ýòîì îñëàáëåííîì ñå÷åíèè ïðîèñõîäèò ðàçðûâ.
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σ
σ

σ
σ

σ

0

ï

ï

ì

ò

ó

ó

εε ε

Òî íàïðÿæåíèå, êîòîðîå äàí-
íûé ìàòåðèàë ìîæåò âûäåðæàòü íà
ïðàêòèêå, íå ðàçðóøàÿñü è íå ïîëó-
÷àÿ îïàñíîé äåôîðìàöèè, íàçûâàþò

äîïóñòèìûì è îáîçíà÷àþò [ ]σ . Îáû÷-

íî [ ]σ σ< ï , è âñå ðàñ÷åòû ïðîâîäÿò íà

îñíîâå çàêîíà Ãóêà. ×òîáû îáåñïå÷èòü
ïðî÷íîñòü ïðè âñåõ îáñòîÿòåëüñòâàõ, äî-
ïóñòèìîå íàïðÿæåíèå âûáèðàåòñÿ êàê
÷àñòü ïðåäåëà ïðî÷íîñòè, â ÷àñòíîñòè,

äëÿ ìåòàëëîâ [ ]σ = 0,2σM , à äëÿ äåðåâà

[ ]σ = 0,1 σM .

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íàè-
áîëüøèå äåôîðìàöèè, êîòîðûå ìîæåò
âûäåðæàòü ìàòåðèàë, îïðåäåëÿþòñÿ
ïðîòÿæåííîñòüþ îáëàñòè òåêó÷åñòè.
Åñëè îáëàñòü òåêó÷åñòè âåëèêà, òî ìà-
òåðèàë íàçûâàåòñÿ ïëàñòè÷íûì. Òàêîé
ìàòåðèàë, êàê, íàïðèìåð, ñòàëü, ñïî-
ñîáåí âûäåðæèâàòü áîëüøèå íàãðóçêè
áåç ðàçðóøåíèÿ. Íàîáîðîò, åñëè îáëàñòü
òåêó÷åñòè íåâåëèêà, òî ýòîò ìàòåðèàë
õðóïîê. Õðóïêèå ìàòåðèàëû, íàïðèìåð,

÷óãóí, ðàçðóøàþòñÿ ïðè äåôîðìàöèÿõ ε ε≥ ï . Îäíàêî â ðÿäå ñëó÷àåâ è ïëàñ-

òè÷íûå ìàòåðèàëû ìîãóò ðàçðóøàòüñÿ ïðè ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ e e» ï  (íàïðè-
ìåð, ñòàëü ïðè òåìïåðàòóðå íèæå
�450Ñ).

Àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè
îáëàäàþò è äåôîðìàöèè ñäâèãà. Â
÷àñòíîñòè, â îáëàñòè ïðîïîð-
öèîíàëüíîñòè ñâÿçü ìåæäó äåôîð-
ìàöèåé è êàñàòåëüíûì íàïðÿ-
æåíèåì (ðèñ. 1.2) çàäàåòñÿ ñîîò-
íîøåíèåì

γ
σ τ= =

1
G

F
S G

,             (1.20)

â êîòîðîì σ τ =
F
S

 � êàñàòåëüíîå

íàïðÿæåíèå, àíàëîãè÷íîå ïî
ñìûñëó ââåäåííîìó âûøå íîð-
ìàëüíîìó íàïðÿæåíèþ, à G � ìî-
äóëü ñäâèãà, ÿâëÿþùèéñÿ, êàê è
ìîäóëü Þíãà, õàðàêòåðèñòèêîé
ìàòåðèàëà.

Ðèñ. 1.7

F

Ðèñ. 1.8

A

β

CÁ

D´

B´

D

B

O
C´

∆l
2

l

l´

∆d
2

Ðèñ. 1.9
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Â òàáëèöå ïðèâåäåíû õàðàêòåðèñòèêè óïðóãîñòè è ïðî÷íîñòè íåêîòîðûõ
ìàòåðèàëîâ. Èç ýòîé òàáëèöû ìîæíî ñäåëàòü äâà âàæíûõ âûâîäà.

Âî-ïåðâûõ, ïîñêîëüêó ïðåäåë ïðîïîðöèîíàëüíîñòè sï  íà 2-3 ïîðÿä-
êà ìåíüøå ìîäóëÿ óïðóãîñòè, òî â îáëàñòè óïðóãîñòè äåôîðìàöèè

εó < − −10 103 2÷ .

Âî-âòîðûõ, ïðîñìàòðèâàåòñÿ êîððåëÿöèÿ ìåæäó âåëè÷èíàìè ìîäóëÿ
Þíãà E è ìîäóëÿ ñäâèãà G � ÷åì áîëüøå E, òåì áîëüøå è G. Ýòî íå ñëó÷àé-
íî, òàê êàê ìåæäó îáåèìè âåëè÷èíàìè ñóùåñòâóåò ñâÿçü. ×òîáû åå óñòàíî-

âèòü, ðàññìîòðèì ðàñòÿæåíèå ìàëåíüêîãî êóáèêà ñ äëèíîé ðåáðà dx = l , êàê
ýòî èçîáðàæåíî íà ðèñ. 1.9. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî êâàäðàòíàÿ ãðàíü
ABCD ïàðàëëåëåïèïåäà, íàõîäÿùåãîñÿ âíóòðè ðàññìàòðèâàåìîãî êóáèêà, ïðå-

âðàùàåòñÿ ïðè äåôîðìàöèè â ðîìáè÷åñêóþ ãðàíü ′ ′ ′ ′A B C D . Ñîâåðøåííî ÿñíî,
÷òî ïàðàëëåëåïèïåä èñïûòûâàåò ñäâèãîâóþ äåôîðìàöèþ, à åãî îáúåì ïðè
ýòîì ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíÿåòñÿ (ñì. òàêæå ôîðìóëó (1.17)). Âåëè÷èíó óãëà

ñäâèãà α  ìîæíî ëåãêî ñâÿçàòü ñ äåôîðìàöèåé óäëèíåíèÿ ε = ∆l l/  è êîýô-

ôèöèåíòîì Ïóàññîíà µ ε ε= − ⊥ / . Èç òðåóãîëüíèêà ′ ′A OD  ñëåäóåò, ÷òî

tg
d

π β ε
ε

ε
εµ4

2 2

2 2

1
1

1
1

+





=
+

−
= +

+
= +

−⊥

l l

l

∆

∆
.                     (1.21)

Ïîñêîëüêó β << 1 , òî

Òàáëèöà. Õàðàêòåðèñòèêè óïðóãîñòè è ïðî÷íîñòè, 108 Í/ì2

Ìàòåðèàë

Ñâàðî÷íàÿ ñòàëü

Ìåäü

Ñâèíåö

Ñåðûé ÷óãóí

Ïðóæèííàÿ ñòàëü
íåçàêàëåííàÿ

Ïðóæèííàÿ ñòàëü
çàêàëåííàÿ

2000

1100...1300

140...180

750...1050 290...400

2200

2200

770

415...440

850 �

�

�

�

�

�

850

1,3...1,6

Ï Ò
Ì

55...80 0,14...0,180,05

5,0 
è âûøå

0,7

7,5 
è âûøå

3,3...4,0

22

1,2...2,4

äî 10 
è âûøå

äî 17

1,8...2,6

Ìîäóëü
óïðóãîñòè

E

Ìîäóëü
ñäâèãà

G

Ïðåäåë
ïðîïîð-
öèîíàëü-
íîñòè σ

Ïðåäåë
òåêó÷åñòè

σ

Ïðåäåë
ïðî÷íîñòè
ïðè ðàñòÿ-
æåíèè σ
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tg
π β

π
β β

4
1

1

4

1 2
2

+





≈ + = +
cos

.                            (1.22)

Ïðèðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè (1.21) è (1.22�), íàõîäèì

( ) ( )α β
ε µ

εµ
ε µ= =

+
−

≈ +2
1

1
1 .                             (1.23)

Â ïîñëåäíåé ôîðìóëå ó÷òåíî, ÷òî εµ << 1
Ñèëà F, ðàñòÿãèâàþùàÿ êóáèê

(ðèñ. 1.10), ñîçäàåò íîðìàëüíîå íàïðÿæåíèå

σ = F / l
2 . Ýòî íàïðÿæåíèå ïåðåäàåòñÿ íà

ãðàíè AB è BC ïàðàëëåëåïèïåäà, îäíàêî
ñèëû, äåéñòâóþùèå íà êàæäóþ èç ãðàíåé,
èìåþò íå òîëüêî íîðìàëüíóþ ê ãðàíè, íî è
íàïðàâëåííóþ âäîëü ãðàíè ñîñòàâëÿþùóþ
Fτ. Êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå îêàçûâàåòñÿ ïðè
ýòîì ðàâíûì

σ
σ

π
σ

τ
τ=

⋅ ′
=

⋅ ⋅ ⋅

⋅ ′
=

F

l l

l l

l l

1
2 4

2

cos
.      (1.24)

Ïîñêîëüêó äåôîðìàöèè ε  â ôîðìóëå (1.23) ïðîïîðöèîíàëüíû íàïðÿæåíè-

ÿì, à σ σ τ= 2 , òî

( )
α

µ
στ=

+2 1

E
.                                (1.25)

Ñðàâíèâàÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñ ñîîòíîøåíèåì (1.20) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî
γ α α= ≈tg , íàõîäèì èñêîìóþ ñâÿçü ìåæäó ìîäóëÿìè Þíãà è ñäâèãà:

( )G
E

=
+2 1 µ

.                                  (1.26)

Â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî âåëè-
÷èíà è íàïðàâëåíèå ñèëû, ïðèëîæåííîé ê íåêîòîðîé ïëîùàäêå, çàâèñÿò îò
îðèåíòàöèè è âåëè÷èíû ýòîé ïëîùàäêè. Òàê, íà ãðàíü l l×  êóáà äåéñòâóåò
ñèëà F, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ê ãðàíè, â òî âðåìÿ êàê íà ãðàíü ïàðàëëåëåïèïåäà

l l× ′  äåéñòâóåò ñèëà F/2, íàïðàâëåííàÿ ïîä óãëîì 45o  ê ýòîé ãðàíè. Ýòîò
÷àñòíûé âûâîä ïîëó÷èò äàëåå îáîáùåíèå ïðè îáñóæäåíèè ñïîñîáîâ çàäàíèÿ
ñèë, äåéñòâóþùèõ íà êàæäûé èç ýëåìåíòîâ òåëà.

Ïîñìîòðèì, ÷òî áóäåò ïðîèñõîäèòü ñ òåì æå êóáèêîì, åñëè åãî ðàñòÿ-
ãèâàòü îäíîâðåìåííî ñèëàìè, ïðèëîæåííûìè êî âñåì åãî ãðàíÿì. Â ýòîì ñëó-
÷àå îòíîñèòåëüíûå óäëèíåíèÿ êàæäîãî èç åãî ðåáåð áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ ñîîò-
íîøåíèÿìè:

                                 ε
σ ε

µ
ε
µ

σ σ σ µ
1

1 2 3 1 2 3= − − =
− +

E E
( ) /

,

A

l´

B

τ

Ñ

F

2
F

2

F

F

Ðèñ. 1.10
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         ε
σ ε

µ
ε
µ

σ σ σ µ
2

2 1 3 2 1 3= − − =
− +

E E
( ) /

,                            (1.27)

                                 ε
σ ε

µ
ε
µ

σ σ σ µ
3

3 2 3 3 1 2= − − =
− +

E E
( ) /

 .

Ôîðìóëû (1.27) îïèñûâàþò äåôîðìàöèè êóáèêà ïðè åãî âñåñòîðîí-

íåì ðàñòÿæåíèè èëè ñæàòèè. Åñëè íàïðÿæåíèÿ îäèíàêîâû ( σ σ σ σ1 2 3= = = ),

òî äåôîðìàöèè òàêæå áóäóò îäèíàêîâû: ε ε ε ε1 2 3= = = , è

e
s m

=
-( / )1 2
E

.

Â ðåçóëüòàòå âñåñòîðîííåé äåôîðìàöèè îáúåì êóáèêà ñòàíåò ðàâíûì

′ = + ≈ +V Vl
3 31 1 3( ) ( )ε ε ,

à åãî îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå ñîñòàâèò âåëè÷èíó

DV
V E k

= =
-

=3
3 1 2

e
m

s
s( / ) .                         (1.28)

Ïàðàìåòð

k
E=

−3 1 2( / )µ                                     (1.29)

íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì âñåñòîðîííåãî ñæàòèÿ è èãðàåò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè
óïðóãîñòè.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî õðóïêèå ìàòåðèàëû, ïîäâåðãíóòûå âñåñòîðîííå-
ìó äàâëåíèþ, íà êîòîðîå äîïîëíèòåëüíî íàêëàäûâàåòñÿ ðàñòÿæåíèå, ñæàòèå
èëè ñäâèã, îáíàðóæèâàþò çíà÷èòåëüíûå ïëàñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè. Òàêèå äå-
ôîðìàöèè èãðàþò ñóùåñòâåííóþ ðîëü, íàïðèìåð, â ïðîöåññàõ îáðàçîâàíèÿ
ðåëüåôà çåìíîé êîðû: ãðàíèòû è áàçàëüòû, õðóïêèå â îáû÷íûõ óñëîâèÿõ,
òåêóò ïîä äåéñòâèåì êîëîññàëüíîãî äàâëåíèÿ â ãëóáèííûõ ñëîÿõ Çåìëè.

Äåôîðìàöèè ðàñòÿæåíèÿ è ñäâèãà âîçíèêàþò â ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ
ñëó÷àÿõ èçãèáîâ áàëîê ñòðîèòåëüíûõ êîíñòðóêöèé è ñêðó÷èâàíèÿ âàëîâ ìà-
øèí è ìåõàíèçìîâ.

Èçãèá áàëîê.
Áàëêà, ò.å. ñòåðæåíü, èñïûòûâàþùèé èçãèá, äåôîðìèðóåòñÿ òàêèì îáðà-

çîì, ÷òî ïåðâîíà÷àëüíî ïðÿìàÿ îñü áàëêè Î1Î2 ñòàíîâèòñÿ êðèâîëèíåéíîé; ýòà
îñü íàçûâàåòñÿ íåéòðàëü-
íîé ëèíèåé (ðèñ. 1.11).
Ðàññìîòðèì èçãèá áàëêè
ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé
ñèëû F, ïðåíåáðåãàÿ åå
âåñîì. Âñå âîëîêíà, ëåæà-
ùèå íèæå ýòîé ëèíèè,
óäëèíÿþòñÿ (â íèõ âîçíè-
êàþò ðàñòÿãèâàþùèå íà-
ïðÿæåíèÿ), à âîëîêíà,

11

2

2

F

y ε

ε

dϕ

x

0O O

dx

Ðèñ. 1.11
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ëåæàùèå âûøå ýòîé ëèíèè, ñæèìàþòñÿ (â íèõ âîçíèêàþò ñæèìàþùèå íàïðÿ-
æåíèÿ). Ìåæäó ðàñòÿíóòûìè è ñæàòûìè âîëîêíàìè íàõîäèòñÿ íåéòðàëüíûé
ñëîé. Ïðè ýòîì äâà ïåðâîíà÷àëüíî ïàðàëëåëüíûõ è íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè

dx äðóã îò äðóãà ñå÷åíèÿ ïðè èçãèáå îáðàçóþò íåêîòîðûé óãîë dϕ . Äëÿ óäîáñòâà
îïèñàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé ñâÿæåì ñî ñòåðæíåì ñèñòå-
ìó êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â íåêîòîðîé òî÷êå Î íåéòðàëüíîé ëèíèè Î1Î2 è îñÿìè
x è y, íàïðàâëåííûìè âäîëü íåéòðàëüíîé ëèíèè è â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè ñîîò-
âåòñòâåííî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äåôîðìàöèè â íåêîòîðîì ñå÷åíèè x = const ëèíåé-

íî íàðàñòàþò âäîëü îñè y îò ε1 0<  äî ε 2 0> . Ýòî äàåò îñíîâàíèå â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ çàêîíîì Ãóêà çàïèñàòü ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé â âèäå

σ κ( , ) ( )x y x y= ⋅ ,                                               (1.30)
ãäå κ � íåèçâåñòíûé êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, ìåíÿþùèéñÿ, âî-
îáùå ãîâîðÿ, îò ñå÷åíèÿ ê ñå÷åíèþ. Ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé (1.30) â ïðî-
èçâîëüíîì ñå÷åíèè ñòåðæíÿ ìîæíî èçîáðàçèòü ãðàôè÷åñêè. Äëÿ ýòîãî â êàæ-
äîé òî÷êå ñå÷åíèÿ ïðîâåäåì ïåðïåíäèêóëÿðíî ê íåìó âåêòîð, ìîäóëü êîòî-
ðîãî ðàâåí ñèëå, äåéñòâóþùåé íà ïëîùàäêó dS: df = σ⋅dS (ðèñ. 1.12à), ò.å.

σ = df dS/ .
Ðàññìîòðèì ðàâíîâåñèå ÷àñòè áàëêè, ðàñïîëîæåííîé ñëåâà îò ñå÷å-

íèÿ. Íà÷àëî êîîðäèíàò ïîìåñòèì â ïëîñêîñòè, âäîëü êîòîðîé äåéñòâóåò ñèëà
ðåàêöèè îïîðû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî áàëêà èìååò âåðòèêàëüíóþ ïëîñêîñòü ñèììåòðèè,
êàê ýòî èçîáðàæåíî íà ðèñ. 1.12 á, è âíåøíèå ñèëû ëåæàò â ýòîé ïëîñêîñòè.
Íåéòðàëüíûé ñëîé ïåðåñåêàåò ñå÷åíèå áàëêè ïî ïðÿìîé n1n2. Äëÿ ðàâíîâåñèÿ
âûäåëåííîé ÷àñòè áàëêè íåîáõîäèìî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå èçâåñ-
òíûå èç ñòàòèêè óñëîâèÿ.

Âî-ïåðâûõ, ñóììà âñåõ ãîðèçîíòàëüíûõ ñèë äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ, ò.å.

df dS x ydS= ⋅ = =∫∫∫ σ κ( ) 0 .                                (1.31)

Ïîñêîëüêó èíòåãðàë (1.31) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïëîùàäè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ
áàëêè, òî ïîíÿòíî, ÷òî íåéòðàëüíàÿ îñü n1n2, íà êîòîðîé ëåæèò íà÷àëî êîîð-
äèíàò, äîëæíà ïðîõîäèòü ÷åðåç öåíòð ìàññ ýòîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ.

Âî-âòîðûõ, ñóììà âñåõ âåðòèêàëüíûõ ñèë ìîæåò áûòü ðàâíà íóëþ, åñëè
â ñå÷åíèè, êðîìå íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé, áóäóò äåéñòâîâàòü è êàñàòåëüíûå
íàïðÿæåíèÿ στ, ÷òîáû ñêîìïåíñèðîâàòü ñèëó ðåàêöèè îïîðû N, ò.å.

Ðèñ. 1.12
à á

1

1
1

2

2

F

N

y y

y

n n

dy dS

dS

σ

σ

xO
O

df
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N dS= ∫ στ .                                                (1.32)

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ ïðè èçãèáå ìàëû ïî ñðàâíå-
íèþ ñ íîðìàëüíûìè è ïðè ðàñ÷åòå áàëêè íà ïðî÷íîñòü íå ó÷èòûâàþòñÿ.

Â-òðåòüèõ, ñóììà ìîìåíòîâ âñåõ ñèë îòíîñèòåëüíî ëþáîé òî÷êè äîë-
æíà áûòü ðàâíà íóëþ. Åñëè â êà÷åñòâå òàêîé òî÷êè âûáðàòü öåíòð ìàññ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî ñå÷åíèÿ, òî ýòî óñëîâèå çàïèøåòñÿ â âèäå:

N x y dS⋅ − ⋅ ⋅ =∫ σ 0 .                                  (1.33)

Åñëè ïîäñòàâèòü ñþäà ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé (1.30), â êîòîðîì êîýôôè-

öèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè κ
σ

( )
( )

x
x

y
= 2

2

 (y2 - ðàññòîÿíèå ìåæäó íåéòðàëü-

íûì ñëîåì è íàèáîëåå ðàñòÿíóòûì íèæíèì âîëîêíîì), òî ìû ïðèõîäèì ê
óñëîâèþ

M x
x

y
y dS

x
y

J( )
( ) ( )

= =∫
σ σ2

2

2 2

2
,                        (1.34)

ãäå

            J y dS= ∫ 2                                           (1.35)

� ìîìåíò èíåðöèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî öåíòðàëüíîé îñè n1n2,
M(x) = N⋅x � ìîìåíò ñèëû ðåàêöèè.

Îòíîøåíèå J/y2 çàâèñèò îò ðàç-
ìåðîâ è ôîðìû ñå÷åíèÿ è íàçûâàåòñÿ
îñåâûì ìîìåíòîì ñîïðîòèâëåíèÿ:

I
J
y

=
2

,             (1.36)

à óðàâíåíèå (1.34) ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå

M I= ⋅σ2 .            (1.37)
Äëÿ ðàñ÷åòà ïðî÷íîñòè áàëîê

íåîáõîäèìî çíàòü ðàñïðåäåëåíèå íà-
ïðÿæåíèé σ , âîçíèêàþùèõ ïðè èçâå-
ñòíûõ ìîìåíòàõ âíåøíèõ ñèë.� Îíî ìî-
æåò áûòü ïîëó÷åíî èç (1.34) â âèäå

σ( , )
( )

x y
M x

J
y= .                                          (1.38)

Ìîìåíòû èíåðöèè ïðÿìîóãîëüíîãî è êðóãëîãî ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé ðàâíû

J bh= 1
12

3 ,   J do = 1
64

4π ,                           (1.39)

à ñîîòâåòñòâóþùèå èì îñåâûå ìîìåíòû ñîïðîòèâëåíèÿ �

I bh do= =1
6

1
32

2 3,  I π .                                (1.40)

Èç (1.37) ñëåäóåò, ÷òî ïðî÷íîñòü áàëîê âîçðàñòàåò ïðè óâåëè÷åíèè
îñåâîãî ìîìåíòà ñîïðîòèâëåíèÿ, ïðè÷åì, êàê ñëåäóåò èç (1.40), ïðî÷íîñòü

h

b d
Ðèñ. 1.13
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áàëêè ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ äîñòèãàåòñÿ ýôôåêòèâíåå çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ
åå âûñîòû h.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ðàññ÷èòàòü èñêðèâëåíèå îñåâîé ëè-

íèè áàëêè. Ýëåìåíòàðíûé óãîë dϕ , íà êîòîðûé ïîâåðíóëèñü ñå÷åíèÿ x è x + dx,

î÷åâèäíî, ñâÿçàí ñ äâóìÿ äåôîðìàöèÿìè ε1 0<  è ε 2 0>  êðàéíèõ âîëîêîí
ñîîòíîøåíèåì

d
dx

y y E

dx

y y
ϕ

ε ε σ σ
=

−
−

=
−

−
( ) ( )2 1

2 1

2 1

2 1

1
,                   (1.41)

ãäå y2 � y1 � ðàññòîÿíèå ìåæäó êðàéíèìè âîëîêíàìè. Ïîäñòàâëÿÿ â (1.41)
íàïðÿæåíèå (1.38), ïîëó÷èì

d
E y y

dx
M x
E J

dxϕ
σ σ

=
−
−

=
⋅

1 2 1

2 1

( ) .                               (1.42)

Â ÷àñòíîñòè, ëåãêî ðàññ÷èòàòü èçãèá
íåâåñîìîé ãîðèçîíòàëüíîé áàëêè,
âûñòóïàþùåé èç ñòåíû (êîíñîëüíîé
áàëêè) íà ðàññòîÿíèå l , ê êîíöó
êîòîðîé ïðèëîæåíà âåðòèêàëüíàÿ
ñèëà F (ðèñ. 1.14). Êàê ñëåäóåò èç
(1.42), â ïðîèçâîëüíîì ñå÷åíèè x

d
F x

E J
dxϕ =

−
⋅

( )l
.                                          (1.43)

Åñëè îñü áàëêè â êàæäîì ñå÷åíèè ñìåñòèëàñü âíèç íà ðàññòîÿíèå u(x), òî,
î÷åâèäíî, óãîë íàêëîíà íåéòðàëüíîé ëèíèè áàëêè ê ãîðèçîíòàëüíîé îñè â
ñå÷åíèè x

ϕ ϕ( ) ( )x tg x
du
dx x

≈ = .                                        (1.44à)

Â ñå÷åíèè x + dx óãîë íàêëîíà ñòàíîâèòñÿ íåñêîëüêî áîëüøå:

ϕ( )x dx
du
dx x dx

+ =
+

.                                     (1.44á)

Ïðèðàùåíèå ýòîãî óãëà

d x dx x
d u

dx
dxϕ ϕ ϕ= + − =( ) ( )

2

2 .                            (1.45)

Ïðèðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè (1.45) è (1.43), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:

d u

dx

F x
EJ

2

2
= −( )l

.                                          (1.46)

Èíòåãðèðóÿ äâà ðàçà ïðè óñëîâèè, ÷òî u(0)=0 (êîíåö çàêðåïëåí), ïîëó÷àåì
èñêîìîå èñêðèâëåíèå áàëêè â âèäå

u(x
F
EJ

x x
) = −











l
2 3

2 6 .                                      (1.47)

u(x)

l

F

x

Ðèñ. 1.14
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Â ÷àñòíîñòè, ñìåùåíèå êîíöà áàëêè ïîä äåéñòâèåì ñèëû F, íàçûâàåìîå ñòðå-
ëîé ïðîãèáà�, îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì

u
F
EJ

( )l
l= 1

3

3
.                                          (1.48)

Åñëè áàëêà èìååò ïðÿìîóãîëüíîå ñå÷åíèå, òî åå ñòðåëà ïðîãèáà î÷åíü áûñòðî
óìåíüøàåòñÿ ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ âûñîòû áàëêè h, ïîñêîëüêó J ~ h3.

Äëÿ ýêîíîìèè ìàòåðèàëà èíîã-
äà èñïîëüçóþò ïóñòîòåëûå áàëêè. Òàêàÿ
áàëêà çíà÷èòåëüíî ëåã÷å öåëüíîé, à åå
îñåâîé ìîìåíò ñîïðîòèâëåíèÿ (ñì. 1.36)
îñòàåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì. Äëÿ ïî-
âûøåíèÿ æåñòêîñòè èñïîëüçóþò êîíñò-
ðóêöèè, íàçûâàåìûå ôåðìàìè (ðèñ. 1.15).
Ôåðìû - ýòî äîñòàòî÷íî ëåãêèå àæóðíûå êîíñòðóêöèè, âûñîòà êîòîðûõ, â
ñèëüíîé ñòåïåíè îïðåäåëÿþùàÿ ìîìåíò ñîïðîòèâëåíèÿ, ìîæåò äîñòèãàòü äå-
ñÿòêîâ ìåòðîâ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà� ðèñ. 1.16 ïîêàçàíà òèïè÷íàÿ êîíñòðóê-

öèÿ ïîäâåñíîãî ìîñòà. Íåîáõîäèìàÿ æåñòêîñòü òàêîãî ìîñòà îáåñïå÷èâàåòñÿ ôåð-
ìàìè, ñîñòîÿùèìè èç æåñòêèõ ýëåìåíòîâ è òðîñîâ. Ðåêîðäíóþ äëèíó 3910 ìåò-
ðîâ èìååò ìîñò, ñîåäèíÿþùèé äâà îñòðîâà â ßïîíèè. Äëèíà åãî  öåíòðàëüíîãî
ïðîëåòà L ñîñòàâëÿåò 1990 ìåòðîâ ïðè âûñîòå îïîð H = 297 ìåòðîâ.

Êðó÷åíèå âàëîâ.
Äåôîðìàöèè ñäâèãà âîçíèêàþò ïðè ñêðó÷èâàíèè âàëîâ ìàøèí è ìå-

õàíèçìîâ, êîãäà ïîñðåäñòâîì âàëà ïåðåäàåòñÿ âðàùàòåëüíîå óñèëèå îò îäíîé
÷àñòè ìåõàíèçìà ê äðóãîé.

Åñëè, íàïðèìåð, íèæíåå îñíîâàíèå âàëà, èçãîòîâëåííîãî â âèäå êðóã-
ëîãî ñòåðæíÿ ðàäèóñà R è äëèíû l , çàêðåïèòü, à ê âåðõíåìó îñíîâàíèþ
ïðèëîæèòü çàêðó÷èâàþùèé ìîìåíò âíåøíèõ ñèë M, òî âàë äåôîðìèðóåòñÿ.
Íà ðèñ. 1.17� èçîáðàæåíû äåôîðìèðóåìûé âàë è äåôîðìàöèÿ ñäâèãà ýëåìåí-
òàðíîãî îáúåìà. Î÷åâèäíî, ÷òî óãîë ñäâèãà α  çàâèñèò îò óäàëåíèÿ ýòîãî îáúåìà

îò îñè âàëà. Êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ στ , îòâåòñòâåííûå çà ýòè äåôîðìà-
öèè, ñîçäàþò â ñå÷åíèè ìîìåíò óïðóãèõ ñèë, ðàâíûé

M rdf r dS rG rdróï

R

ð = = =∫∫ ∫τ τσ γ π2
0

.                        (1.49)

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî ïëîùàäü ýëåìåíòàðíîãî êîëüöà ðàäèóñà r è øèðèíîé dr

ðàâíà dS = 2πrdr, à σ γτ( ) ( )r r G= .
Èç óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ÷àñòè âàëà, íàõîäÿùåéñÿ, íàïðèìåð, âûøå îò

ðàññìàòðèâàåìîãî ñå÷åíèÿ, ñëåäóåò, ÷òî

h

Ðèñ. 1.16

Ðèñ. 1.15

H



Ìåõàíèêà ñïëîøíûõ ñðåä20

M Móïð =                                             (1.50)

è Móïð  íå çàâèñèò îò âûáîðà ñå÷åíèÿ âàëà.

Çàâèñèìîñòü γ( )r  äîëæíà áûòü ëèíåéíîé ôóíêöèåé ðàññòîÿíèÿ r, ò.å.

γ κ( )r r= ⋅ ,                                           (1.51)
ãäå íåèçâåñòíûé êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè κ ìîæåò áûòü îïðåäåëåí
èç (1.49) ïðè ó÷åòå (1.50):

M M G r dr
GR

óï

R

ð = = =∫2
2

3

0

4

π κ
π

κ .                      (1.52)

Òàêèì îáðàçîì, ñäâèãîâûå äåôîðìàöèè

γ
π

( )r
M

GR
r= 2

4 .                                       (1.53)

Îíè ïðîïîðöèîíàëüíû ìîìåíòó âíåøíèõ ñèë è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíû
÷åòâåðòîé ñòåïåíè ðàäèóñà R. Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ëåãêî ïîäñ÷èòàòü
óãîë êðó÷åíèÿ ϑ , íà êîòîðûé ïîâåðíåòñÿ âåðõíåå îñíîâàíèå ñòåðæíÿ îòíî-
ñèòåëüíî íèæíåãî. Èç î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà

l ⋅ = ⋅γ ϑ( )R R
ñ ó÷åòîì (1.53) íàõîäèì

ϑ γ= =l ( )R
R

M
B

,                                      (1.54)

ãäå B
GR= π 4

2l
 � ìîäóëü êðó÷åíèÿ, çàâèñÿùèé îò ðàçìåðîâ âàëà è ìîäóëÿ

ñäâèãà ìàòåðèàëà, èç êîòîðîãî âàë èçãîòîâëåí. Äëÿ ñîçäàíèÿ æåñòêèõ âàëîâ
íåîáõîäèìî óâåëè÷èâàòü äèàìåòð è ñîêðàùàòü äëèíó. Äëÿ ýêîíîìèè ìàòåðèàëà

l dl
dl

r
dϕ

M
r

rdϕ
τ

dr

α

σ

dr

Ðèñ. 1.17�

R
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âàëû ÷àñòî äåëàþò ïóñòîòåëûìè, îáåñïå÷èâàÿ ïðè ýòîì
âûñîêóþ æåñòêîñòü âàëà.

Â ðÿäå ñëó÷àåâ, íàîáîðîò, èñïîëüçóþò âàëû, èç-
ãîòîâëåííûå â âèäå òîíêèõ íèòåé, êàê, íàïðèìåð, íèòè
ïîäâåñà êðóòèëüíûõ âåñîâ, èñïîëüçîâàâøèõñÿ Ø.Êó-
ëîíîì â îïûòàõ ïî èññëåäîâàíèþ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ è Ï.Í.Ëåáåäåâûì - â îïûòàõ ïî èçìå-
ðåíèþ äàâëåíèÿ ñâåòà. Â ýòèõ îïûòàõ òîíêèå êâàðöåâûå
íèòè çàêðó÷èâàëèñü íà çàìåòíûå óãëû ïðè äåéñòâèè
íè÷òîæíî ìàëûõ ìîìåíòîâ ñèë, ÷òî, êîíå÷íî, îáåñ-
ïå÷èâàëî âûñîêóþ ÷óâñòâèòåëüíîñòü êðóòèëüíûõ âåñîâ.

Îòìåòèì, ÷òî íà ïðàêòèêå ðàçëè÷íûå ñòðîè-
òåëüíûå êîíñòðóêöèè (áàëêè, ôåðìû è äð.) ÷àñòî
äîëæíû îáëàäàòü äîñòàòî÷íîé ñîïðîòèâëÿåìîñòüþ êàê
ê èçãèáó, òàê è ê êðó÷åíèþ. Ïðèìåðàìè òàêèõ êîíñò-
ðóêöèé ÿâëÿþòñÿ æåëåçíîäîðîæíûé ðåëüñ, áàëêà äâó-
òàâðîâîãî ñå÷åíèÿ, øâåëëåð è äð.

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ïðè ðàñòÿæåíèè ïðóæèí ìîãóò îäíîâðåìåí-
íî âîçíèêàòü äåôîðìàöèè ðàñòÿæåíèÿ è ñäâèãà. Ïðóæèíû ñ ìàëûìè óãëàìè
íàêëîíà âèòêîâ ê ãîðèçîíòàëè (ðèñ. 1.18�) ïðè èõ ðàñòÿæåíèè âäîëü îñè, â
îòëè÷èå îò ñòåðæíåé, èñïûòûâàþò äåôîðìàöèè ñäâèãà. Ïðè âîçäåéñòâèè ñ

ñèëîé F òàêàÿ ïðóæèíà óäëèíÿåòñÿ íà âåëè÷èíó ∆l = F k/ 1 , ïðè ýòîì êîýô-
ôèöèåíò åå æåñòêîñòè çàâèñèò îò äèàìåòðà ïðîâîëîêè d, ÷èñëà âèòêîâ n,
äèàìåòðà âèòêà D è îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì

k
Gd

nD
1

4

38
= .                                           (1.55à)

Ïðè çàêðó÷èâàíèè ïðóæèíû, ïîäîáíî âàëó, âîêðóã åå îñè, êîãäà ê
òîðöåâîìó åå ñå÷åíèþ ïðèêëàäûâàåòñÿ ìîìåíò âíåøíèõ ñèë M, âèòêè ïðóæè-
íû èñïûòûâàþò äåôîðìàöèè ðàñòÿæåíèÿ  (êàê ïðè èçãèáå áàëêè). Â ýòîì ñëó÷àå

óãîë çàêðó÷èâàíèÿ θ = M k/ 2 , ãäå êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè

k
Ed

nD2

4

32
=                                             (1.55á)

è çàâèñèò îò ìîìåíòà èíåðöèè êðóãëîãî ñå÷åíèÿ J
d

O = π 4

64
 (ô-ëà (1.39)),

÷èñëà âèòêîâ n è äèàìåòðà âèòêà D.

Óñòîé÷èâîñòü óïðóãîãî ðàâíîâåñèÿ.
Çíàÿ óïðóãèå ñâîéñòâà òåë, ìû âñåãäà ìîæåì ðàññ÷èòàòü äåôîðìàöèè

ïîä äåéñòâèåì çàäàííûõ ñèë. Òàêèå ðàñ÷åòû ïðîâîäÿòñÿ â êóðñå òåîðåòè÷åñ-
êîé ôèçèêè. Èõ îñíîâíàÿ èäåÿ ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó.

Ïîä äåéñòâèåì âíåøíèõ ñèë â òåëå âîçíèêàþò íàïðÿæåíèÿ. Ýòè íà-
ïðÿæåíèÿ äåéñòâóþò íà ýëåìåíòàðíûé îáúåì ÷åðåç ïîâåðõíîñòè, åãî îãðàíè-
÷èâàþùèå. Íà ðèñ. 1.19 èçîáðàæåíà îäíà íîðìàëüíàÿ f11 è äâå òàíãåíöèàëüíûå
ñèëû f21 è f31, äåéñòâóþùèå íà çàøòðèõîâàííóþ ãðàíü êóáèêà. Ìîäóëè ýòèõ
ñèë ðàâíû

F

D

d

Ðèñ. 1.18
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                     f dS11 11 1= σ ;

                    f dS21 21 1= σ ;      (1.56)

                       f dS31 31 1= σ .
Çäåñü èíäåêñû óêàçûâàþò íà òî, ÷òî
ñèëû ïðèëîæåíû ê ïëîùàäêå, ïåðïåí-
äèêóëÿðíîé x1 è äåéñòâóþò â íàïðàâ-

ëåíèè îñè x1 ( σ11  � íîðìàëüíîå íà-

ïðÿæåíèå) è îñåé x2 è x3 ( σ 21 , σ 31  �
ñîîòâåòñòâóþùèå òàíãåíöèàëüíûå íà-
ïðÿæåíèÿ).

Àíàëîãè÷íî, íî ñ äðóãèìè
èíäåêñàìè, çàïèñûâàþòñÿ ìîäóëè
ñèë, ïðèëîæåííûõ ê ïëîùàäêàì dS2

è dS3. Ïîëíàÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà âûäåëåííûé îáúåì, çàâèñèò êàê îò îðè-
åíòàöèè ïëîùàäîê, îãðàíè÷èâàþùèõ ýòîò îáúåì, òàê è îò âíóòðåííèõ íàïðÿ-
æåíèé â òîé îáëàñòè, ãäå íàõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàåìûé îáúåì. Ýòè íàïðÿæå-

íèÿ îïèñûâàþòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ äåâÿòè âåëè÷èí σ ik  (i, k = 1,2,3), êîòîðûå
ñîñòàâëÿþò òåíçîð íàïðÿæåíèé. Â óïðóãèõ òåëàõ äåôîðìàöèè ïðîïîðöèîíàëü-
íû ñîîòâåòñòâóþùèì íàïðÿæåíèÿì. Òàêèì îáðàçîì, ñëîæíûå äåôîðìàöèè
óïðóãèõ òåë îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé, ñâÿçûâàþùèõ êîìïîíåíòû òåíçîðà äåôîðìàöèé è òåíçîðà íàïðÿæåíèé.
Ìàòåðèàëüíûå ñâîéñòâà èçîòðîïíûõ ñðåä ïðåäñòàâëåíû, êàê ïðàâèëî, êîýô-
ôèöèåíòîì Ïóàññîíà µ (1.4) è ìîäóëåì âñåñòîðîííåãî ñæàòèÿ k (1.29). Àíàëèç
òàêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïîçâîëÿåò íå òîëüêî ðàññ÷èòàòü äåôîðìàöèþ òåë,
íî è îòâåòèòü íà âîïðîñ, óñòîé÷èâû ýòè äåôîðìàöèè èëè íåò.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ñòåðæíÿ
ïðè åãî ïðîäîëüíîì ñæàòèè ñèëîé F (ðèñ. 1.20). Ïðè ìàëûõ ñæèìàþùèõ ñèëàõ
ñæàòàÿ ñòîéêà íàõîäèòñÿ â óñòîé÷èâîì ðàâíîâåñèè, òàê �êàê ïðè ìàëîì ñëó÷àé-
íîì� îòêëîíåíèè îò âåðòèêàëè ñòîéêà, òåì íå ìåíåå, äîñòàòî÷íî áûñòðî âîçâðà-

ùàåòñÿ â âåðòè-
êàëüíîå ïîëîæåíèå.
Ñ óâåëè÷åíèåì íà-
ãðóçêè ñëó÷àéíûå
îòêëîíåíèÿ èñ÷åçà-
þò ìåäëåííåå. Ïðè
F = Fêð íàñòóïàåò
ñîñòîÿíèå áåçðàç-
ëè÷íîãî ðàâíîâå-
ñèÿ: ïðÿìîëèíåé-
íàÿ ôîðìà åùå óñ-
òîé÷èâà, íî óñòîé-
÷èâûì óæå áóäåò è
èçîãíóòîå ñîñòîÿ-
íèå ñòåðæíÿ (ïóí-
êòèð íà ðèñ. 1.20á).
Òàêîå ðàçäâîåíèå

Ðèñ. 1.20

a á â

Ðèñ. 1.19

0

F<Fêð êð êðF=F F>F

x

x

f

f

fdS

x

1

3

2

1

21

11

31
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ðàâíîâåñèÿ, õàðàêòåðèçóþ-
ùååñÿ äâóìÿ åãî ôîðìàìè,
íàçûâàåòñÿ áèôóðêàöèåé.
Íîâàÿ êðèâîëèíåéíàÿ ôîð-
ìà ðàâíîâåñèÿ ïðè F > Fêð

áóäåò óñòîé÷èâîé.� Îäíàêî â
ýòîì ñëó÷àå â ñòîéêå âîçíè-
êàþò íåäîïóñòèìî áîëüøèå
èçãèáû è íàïðÿæåíèÿ.

Çàäà÷à î âûïó÷èâà-
íèè ñòåðæíÿ ïðè ïðîäîëü-
íîì ñæàòèè áûëà ðåøåíà â
XVIII âåêå âûäàþùèìñÿ
ìàòåìàòèêîì Ëåîíàðäîì
Ýéëåðîì. Ðàññ÷èòàåì, ñëå-
äóÿ Ýéëåðó, çíà÷åíèå êðè-
òè÷åñêîé ñèëû Fêð è ôîðìó èçîãíóòîãî ñòåðæíÿ, êîãäà ïîñëåäíèé øàðíèðíî
çàêðåïëåí çà îáà êîíöà (ðèñ. 1.21).

Ôîðìà èçîãíóòîãî ñòåðæíÿ u(x) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç óðàâíåíèÿ

(1.46), â êîòîðîì âìåñòî ìîìåíòà ïîïåðå÷íîé ñèëû F x( )l −  äëÿ ïðîèçâîëü-
íîãî ñå÷åíèÿ x = const ñëåäóåò çàïèñàòü ìîìåíò ñäàâëèâàþùåé ñèëû â âèäå
M = F⋅u. Òîãäà óðàâíåíèå (1.46) ïðèìåò âèä:

d u

dx

F u
EJ

2

2
= − ⋅

.                                                (1.57)

Åñëè îáîçíà÷èòü q
F
EJ

2 =  è îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî óðàâíåíèå (1.57)

àíàëîãè÷íî óðàâíåíèþ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé, òî ìîæíî çàïèñàòü

u x u qx( ) sin( )= +0 Φ .                                      (1.58)

Èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ u(0) = 0 ñëåäóåò, ÷òî Φ = 0 . Èç äðóãîãî ãðàíè÷íîãî

óñëîâèÿ u( )l = 0  ñëåäóåò

sin  q = 0l ,     èëè   q
n

n = π
l

;          n=1, 2, 3...                    (1.59)

Êàæäîìó çíà÷åíèþ qn ñîîòâåòñòâóåò ñâîÿ êîíôèãóðàöèÿ èçîãíóòîãî ñòåðæíÿ,
ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ñèíóñîèäó, èìåþùóþ n ïîëóâîëí. Ýòè êîíôèãóðàöèè
âîçíèêàþò ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèÿõ ñèë, ðàâíûõ

F n
EJ

n = 2
2

2

π
l

.                                             (1.60)

Ïðè n = 1 ôîðìóëà (1.60) äàåò çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîé ñèëû

F
EJ

êð = π 2

2
l

 .                                              (1.61)

Ýòà ôîðìóëà áûëà ïîëó÷åíà Ýéëåðîì è íîñèò åãî èìÿ.
Äðóãèå èñêðèâëåííûå ôîðìû ðàâíîâåñèÿ (n = 2, 3...) ÿâëÿþòñÿ íåóñ-

òîé÷èâûìè, îäíàêî îíè ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû, åñëè ñòåðæåíü äîïîëíè-
òåëüíî çàêðåïèòü øàðíèðíûìè îïîðàìè â ñå÷åíèÿõ, ãäå u = 0 (ðèñ. 1.21 â).

Ðèñ. 1.21
a á â

F

u

x

Fêð
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Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò èìååò áîëüøîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Â ñèëó
íåóñòîé÷èâîñòè ñòåðæíåé ïðè èõ ñæàòèè òîëêàþùèå ðû÷àãè è øòîêè â ìàøè-
íàõ äåëàþò ïî âîçìîæíîñòè êîðî÷å è áîëüøîãî ñå÷åíèÿ, â òî âðåìÿ êàê òÿíó-
ùèå øòîêè, èìåþùèå áîëüøîé çàïàñ ïðî÷íîñòè íà ðàçðûâ, ìîãóò áûòü è
íå î÷åíü òîëñòûìè. Ïî àíàëîãèè ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ãåðìåòè÷íûå åìêîñòè,
èñïûòûâàþùèå íàãðóçêó íà ðàçðûâ (íàïðèìåð, ïàðîâûå êîòëû) äåëàþò áîëåå
òîíêîñòåííûìè, ÷åì åìêîñòè, ïîäâåðæåííûå ñæàòèþ (îáîëî÷êè áàòèñêà-
ôîâ, ïîäâîäíûõ ëîäîê è ïð.)

Ýíåðãèÿ óïðóãèõ äåôîðìàöèé.
Ïðè äåôîðìàöèè âíåøíèå ñèëû ñîâåðøàþò ðàáîòó. Ýòà ðàáîòà â îáùåì

ñëó÷àå èäåò íà óâåëè÷åíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè è íà íàãðåâàíèå òåëà. Òàê,
íàïðèìåð, åñëè ìû áóäåì ïûòàòüñÿ ïåðåëîìèòü ïðîâîëîêó, òî ìåñòî åå ìíîãî-
êðàòíîãî èçãèáà ìîæåò ñèëüíî íàãðåòüñÿ, ïðåæäå ÷åì ïðîâîëîêà ïåðåëîìèòñÿ.

Â ðåàëüíûõ òåëàõ âîçíèêàþùèå
âíóòðåííèå íàïðÿæåíèÿ çàâèñÿò íå òîëü-
êî îò âåëè÷èíû äåôîðìàöèé, íî è îò èõ
ñêîðîñòè. Ïîýòîìó ðàáîòà ïðîòèâ òàêèõ
ñèë, íàçûâàåìûõ ñèëàìè «âíóòðåííåãî
òðåíèÿ», èäåò íà íàãðåâàíèå òåëà. Ñ ýòè-
ìè ñèëàìè è ñâÿçàíû ïëàñòè÷åñêèå äå-
ôîðìàöèè, êîãäà íå âûïîëíÿåòñÿ çàêîí
Ãóêà è ñóùåñòâóþò îñòàòî÷íûå äåôîðìà-
öèè ïðè ïðåêðàùåíèè âíåøíåãî âîçäåé-
ñòâèÿ.

Âû÷èñëèì ðàáîòó, çàòðà÷èâàåìóþ íà ìàëóþ äåôîðìàöèþ ýëåìåíòà
îáúåìà òåëà. Ïðè ðàñòÿæåíèè ïðåäâàðèòåëüíî óæå äåôîðìèðîâàííîãî êóáèêà
(ðèñ. 1.22) íà âåëè÷èíó dx ýëåìåíòàðíàÿ ðàáîòà

dA f dx dε σ ε= ⋅ = l
3 .                                    (1.62)

Â (1.62) ó÷òåíî, ÷òî ε =
∆l
l

, à d
d dx

ε = =
( )∆l
l l

.

Ïîñêîëüêó, êàê ñëåäóåò èç ðèñ. 1.7, σ ε( )  - íåëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ äå-
ôîðìàöèé, òî ïîëíàÿ ðàáîòà, çàòðà÷èâàåìàÿ íà ïðèâåäåíèå òåëà â äåôîðìè-
ðîâàííîå ñîñòîÿíèå, ðàâíà

A dε
ε

σ ε ε= ∫l
3

0

( ) .                       (1.63)

Ïî àíàëîãèè, ðàáîòà ïðè ñäâèãå çàäàåòñÿ èíòåãðà-
ëîì âèäà:

A dγ

γ
σ γ γ= ∫l

3

0

( ) .                     (1.64)

Íà äèàãðàììå (1.23�) ðàáîòà Aε  ÷èñëåííî
ðàâíà  çàøòðèõîâàííîé ïëîùàäè. Îïûò, îäíàêî,
ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè äåôîðìàöèè âûéäóò çà îá-
ëàñòü óïðóãîñòè, òî ïðè ñíÿòèè âíåøíèõ íàãðóçîê

σ

ε

εA

Ðèñ. 1.22

Ðèñ. 1.23

l

f = lσ  

l

l

dx

2

∆l
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â òåëå áóäóò ñóùåñòâîâàòü îñòàòî÷íûå äå-

ôîðìàöèè ε îñò  (ðèñ. 1.24). ×òîáû èõ óñòðà-
íèòü, íàäî ïðèëîæèòü ñæèìàþùóþ ñèëó

( )σ < 0 . Òàêîå íåîäíîçíà÷íîå ïîâåäåíèå äå-
ôîðìàöèè â çàâèñèìîñòè îò ïðèëîæåííûõ
íàïðÿæåíèé íîñèò íàçâàíèå óïðóãîãî ãèñ-
òåðåçèñà. Ïðè ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿþùèõ-

ñÿ äåôîðìàöèÿõ äèàãðàììà σ ε( )  áóäåò èìåòü
âèä çàìêíóòîé êðèâîé, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ
ïåòëåé ãèñòåðåçèñà. Ïëîùàäü ýòîé ïåòëè,
î÷åâèäíî, â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì ñî-
õðàíåíèÿ ýíåðãèè, ðàâíà êîëè÷åñòâó òåï-
ëà, èäóùåãî íà íàãðåâàíèå òåëà. Êîãäà äå-

ôîðìàöèè íå âûõîäÿò çà ïðåäåëû ëèíåéíîãî ó÷àñòêà σ ε( ) , ãèñòåðåçèñ îò-
ñóòñòâóåò. Íà ïðàêòèêå äåòàëè ìåõàíèçìîâ, èñïûòûâàþùèå ìíîãîêðàòíûå,
ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿþùèåñÿ äåôîðìàöèè, äåëàþò èç ìàòåðèàëîâ ñ áîëü-
øîé âåëè÷èíîé ïðåäåëà ïðîïîðöèîíàëüíîñòè σï. Òàê, íàïðèìåð, äëÿ çàêà-
ëåííîé ïðóæèííîé ñòàëè ýòîò ïðåäåë, êàê âèäíî èç òàáëèöû, èìååò î÷åíü
áîëüøîå çíà÷åíèå: σï = 7500 êã/ñì2. Ïî ýòîé ïðè÷èíå, íàïðèìåð, ïðóæèíû
êëàïàíîâ äâèãàòåëåé äåëàþò èç çàêàëåííîé ñòàëè.

Íà ëèíåéíîì ó÷àñòêå, ãäå σ ε= E , σ γτ = G , èíòåãðàëû (1.63) è (1.64)
ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ:

A E d Eε
ε

ε ε ε= ⋅ =∫l l
3

0

2 31
2 ,                                  (1.65)

A G d Gγ

γ
γ γ γ= ⋅ =∫l l

3

0

2 31
2 .                                 (1.66)

Â ýòîì ñëó÷àå ðàáîòà çàòðà÷èâàåòñÿ òîëüêî íà óâåëè÷åíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåð-
ãèè óïðóãîé äåôîðìàöèè. Â åäèíèöå îáúåìà äåôîðìèðîâàííîãî òåëà çàïàñàåò-
ñÿ ýíåðãèÿ

w
A

Eε
ε ε= =

l
3

21
2

,          w
A

Gγ
γ γ= =

l
3

21
2

.                     (1.67)

Âåëè÷èíû wε  è wγ  íîñÿò íàçâàíèå îáúåìíûõ ïëîòíîñòåé ýíåðãèè äåôîð-

ìàöèè ðàñòÿæåíèÿ è ñäâèãà ñîîòâåòñòâåííî. Îíè èãðàþò îïðåäåëÿþùóþ
ðîëü ïðè ïîäñ÷åòå êîëè÷åñòâà ýíåðãèè, ïåðåíîñèìîé àêóñòè÷åñêîé âîë-
íîé â ñïëîøíûõ ñðåäàõ.

σ

ε
εîñò

Ðèñ. 1.24
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ËÅÊÖÈß 2
Æèäêîñòü è ãàç â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ. Óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ðàñ-

ïðåäåëåíèå äàâëåíèé â æèäêîñòè, íàõîäÿùåéñÿ âî âíåøíåì ïîëå. Ïëàâàíèå
òåë. Ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè è äàâëåíèÿ â àòìîñôåðå. Âîçäóõîïëàâàíèå.
Öåíòðèôóãèðîâàíèå.

Ïîä äåéñòâèåì âíåøíèõ ñèë â æèäêîñòÿõ è ãàçàõ, êàê è â òâåðäûõ
òåëàõ, ìîãóò âîçíèêàòü âíóòðåííèå íàïðÿæåíèÿ. Ðàññìàòðèâàÿ æèäêîñòè è
ãàçû êàê ñïëîøíûå ñðåäû, ìû îòìåòèì, ÷òî æèäêîñòè, íå èìåÿ îïðåäåëåí-
íîé ôîðìû, ñîõðàíÿþò ïðàêòè÷åñêè íåèçìåííûì ñâîé îáúåì. Âî ìíîãèõ âàæ-
íûõ ñëó÷àÿõ èõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåñæèìàåìûå. Ãàçû æå íå èìåþò íè
îïðåäåëåííîé ôîðìû, íè ôèêñèðîâàííîãî îáúåìà.

Â æèäêîñòè (äàëåå ýòîò òåðìèí áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ è äëÿ ãàçîâ, çà
èñêëþ÷åíèåì òîëüêî îòäåëüíî îãîâàðèâàåìûõ ñëó÷àåâ) ïðè ñæàòèè ñèëû îò-
òàëêèâàíèÿ ìåæäó ìîëåêóëàìè ìîãóò áûòü âåñüìà çíà÷èòåëüíûìè. Ïî ýòîé

ïðè÷èíå ãîâîðÿò íå î ðàñòÿãèâàþùèõ è ñäâèãîâûõ íàïðÿæåíèÿõ ijσ , à î äàâ-

ëåíèÿõ ijijp σ−=  êàê îá îòðèöàòåëüíûõ íàïðÿæåíèÿõ. Ñîâîêóïíîñòü äàâëåíèé

ijp , äåéñòâóþùèõ íà ïëîùàäêè, ïåðïåíäèêóëÿðíûå îñÿì êîîðäèíàò è îãðà-

íè÷èâàþùèå êóáè÷åñêèé ýëåìåíò æèäêîñòè, íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì äàâëåíèé.
Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî â ïîêîÿùåéñÿ èëè ìåäëåííî äâèæóùåéñÿ æèä-

êîñòè òàíãåíöèàëüíûå íàïðÿæåíèÿ )ji( pij ≠ , ñâÿçàííûå ñ âÿçêîñòüþ æèä-

êîñòè, îòñóòñòâóþò. Â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ, çàñòàâèâ, íàïðèìåð, ìàññèâíîå
òåëî, ïëàâàþùåå íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè, ïåðåìåùàòüñÿ âäîëü ïîâåðõíîñ-
òè ïîä äåéñòâèåì ñêîëü óãîäíî ìàëîé ñèëû. Â ýòîé ñèòóàöèè êàñàòåëüíûå
íàïðÿæåíèÿ, ïåðåäàâàåìûå îò âåðõíåãî (óâëåêàåìîãî òåëîì) ñëîÿ ê íèæíèì
ñëîÿì æèäêîñòè, ïðåíåáðåæèìî ìàëû.

Çàêîí Ïàñêàëÿ.
Åñëè ïðåíåáðå÷ü âíà÷àëå ñèëàìè òÿãîòåíèÿ, äåéñòâóþùèìè íà êàæ-

äûé ýëåìåíòàðíûé îáúåì æèäêîñòè (èëè ñèëàìè èíåðöèè, åñëè òàêîâûå ñó-
ùåñòâóþò), òî èç óñëîâèé ðàâíîâåñèÿ ýòîãî îáúåìà ñëåäóåò, ÷òî

pppp 332211 === ,                                       (2.1)
ïðè ýòîì äàâëåíèå p, âîçíèêàþùåå âñëåäñòâèå âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ, ÿâëÿ-
åòñÿ ñêàëÿðíîé âåëè÷èíîé è îäèíàêîâî âî âñåõ òî÷êàõ îáúåìà, çàíÿòîãî ïî-
êîÿùåéñÿ æèäêîñòüþ. Óñëîâèå (2.1) àâòîìàòè÷åñêè îáåñïå÷èâàåò íå òîëüêî
ðàâåíñòâî íóëþ ñóììû ñèë äàâëåíèÿ, ïðèëîæåííûõ ê äàííîìó îáúåìó, íî è
ðàâåíñòâî íóëþ ñóììàðíîãî ìîìåíòà ýòèõ ñèë.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óñëîâèÿ ðàññìîòðèì íåïîäâèæíóþ æèäêîñòü,
ïîìåùåííóþ â öèëèíäðè÷åñêèé ñîñóä ñ ïëîùàäüþ îñíîâàíèÿ S1, çàêðûòûé
ñâåðõó ïîðøíåì (ðèñ. 2.1, ëåâûé ñîñóä). Åñëè íàäàâèòü íà ïîðøåíü ñ ñèëîé
F1, òî â æèäêîñòè áóäóò ñîçäàíû âíóòðåííèå íàïðÿæåíèÿ (äàâëåíèÿ). Ðàñ-
ñìîòðèì óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ýëåìåíòàðíîãî îáúåìà æèäêîñòè, èìåþùåãî
ôîðìó êóáèêà. Íà åäèíèöó åãî ïîâåðõíîñòè áóäåò äåéñòâîâàòü ñæèìàþùàÿ

ñèëà f nii ii ip= - , íàïðàâëåííàÿ ïðîòèâîïîëîæíî íîðìàëè ni ê i-îé ïîâåðõíî-
ñòè (íà ðèñ. 2.1 óêàçàíû ëèøü äâå ñèëû). Ïîñêîëüêó ñèëû, äåéñòâóþùèå íà
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ïðîòèâîïîëîæíûå ãðàíè êóáèêà, ðàâíû ïî âåëè÷èíå, òî p F S11 1 1= / . Ðàâåí-
ñòâî äàâëåíèé p11 è p22  ñëåäóåò èç óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ïîëîâèíû êóáèêà,
âûäåëåííîãî áîëåå òåìíûì öâåòîì è èçîáðàæåííîãî íà ôðàãìåíòå. Äåéñòâè-

òåëüíî, f f
f

11 22
2

= = , ïîýòîìó p22 = p11. Ðàññìàòðèâàÿ ðàâíîâåñèå ýëåìåíòàð-

íûõ îáúåìîâ â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ æèäêîñòè, ïîëó÷èì óñëîâèå:

1

1
ii S

F
pp == ,                                                    (2.2)

êîòîðîå è ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì âûðàæåíèåì çàêîíà Ïàñêàëÿ.
Åñëè ðàññìîòðåííûé ñîñóä ñîåäèíèòü ïðè ïîìîùè òðóáêè ñ äðóãèì

öèëèíäðè÷åñêèì ñîñóäîì ñ ïëîùàäüþ îñíîâàíèÿ S2, òî ïðè îòêðûâàíèè êðàíà
K âíóòðåííèå íàïðÿæåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì Ïàñêàëÿ ïåðåäàäóòñÿ âî
âòîðîé ñîñóä (ðèñ. 2.1). Íà ïîðøåíü, çàêðûâàþùèé ýòîò ñîñóä, æèäêîñòü áó-
äåò äàâèòü ââåðõ ñ ñèëîé

2
1

1
22 S

S
F

pSF == .                                             (2.3)

Åñëè S2 > S1, òî ðàçâèâàåìîå óñèëèå F2 > F1. Ýòîò âûèãðûø â ñèëå èñïîëüçóåòñÿ
âî ìíîãèõ ãèäðîïðèâîäíûõ óñòðîéñòâàõ (ãèäðîïðèâîäàõ): â ïðèâîäå êîâøà ýêñ-
êàâàòîðà, ðóëåé ðàêåò è ñàìîëåòîâ. Íà ýòîì æå ïðèíöèïå ðàáîòàåò ãèäðàâëè÷åñ-
êèé ïðåññ, ãèäðàâëè÷åñêèé äîìêðàò, òîðìîçíûå ñèñòåìû àâòîìîáèëåé è ò.ä.

Â ñèñòåìå ÑÈ çà åäèíèöó äàâëåíèÿ ïðèíèìàåòñÿ Ïàñêàëü (Ïà), ïðè
ýòîì 1 Ïà = 1 Í/1 ì2. Â òåõíèêå â êà÷åñòâå åäèíèöû äàâëåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ
òåõíè÷åñêàÿ àòìîñôåðà: 1 àò = 1 êÃñ/1 ñì2 = 9,8·104 Ïà.

Æèäêîñòü âî âíåøíåì ïîëå.
Ðàññìîòðèì íàïðÿæåíèÿ, âîçíèêàþùèå â æèäêîñòè, íàõîäÿùåéñÿ â

ïîëå âíåøíèõ ñèë (ñèë òÿæåñòè, èíåðöèè è äð.)
Ïóñòü ê ýëåìåíòó æèäêîñòè îáúåìîì dV  =  dxdydz ïðèëîæåíà âíåøíÿÿ

ñèëà FdV (F - ïëîòíîñòü ñèëû, òî åñòü ñèëà, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà åäèíèöó îáúåìà
æèäêîñòè, (ðèñ. 2.2). Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàþùèõ âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé íà íèæ-

íþþ ãðàíü êóáèêà ñ êîîðäèíàòîé x è ïëîùàäüþ dy dz⋅  â ïîëîæèòåëüíîì íà-
ïðàâëåíèè îñè x äåéñòâóåò ñèëà äàâëåíèÿ p(x,y,z)dydz, à íà âåðõíþþ ãðàíü �

Ðèñ. 2.1

s

K
f

f

ff
f

F

F

s1 1

11

11

22
22

2

2
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p(x+dx,y,z)dydz. Ïðè ðàâíîâåñèè êóáèêà,
î÷åâèäíî, íåîáõîäèìî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü
ðàâåíñòâî:

p(x,y,z)dydz � p(x+dx,y,z)dydz +

+ Fxdxdydz = 0.                    (2.4à)

Àíàëîãè÷íûå ïî ñìûñëó ðàâåíñòâà äîëæíû áûòü
çàïèñàíû è ïî äâóì îñòàëüíûì îñÿì êîîðäèíàò:

p(x,y,z)dxdz � p(x,y+dy,z)dxdz +

+ Fydxdydz = 0;                  (2.4á)

p(x,y,z)dxdy� p(x,y,z+dz)dxdy +

+ Fzdxdydz = 0.                    (2.4â)

Ðàçäåëèâ ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòè çàïèñàííûõ âûøå ðàâåíñòâ íà ýëåìåíòàð-
íûé îáúåì, ïîëó÷àåì óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ â âèäå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

− + =∂
∂
p
x

Fx 0 ;        − + =∂
∂
p
y

Fy 0 ;        − + =∂
∂
p
z

Fz 0 .            (2.5)

Èç óðàâíåíèé (2.5) ñëåäóåò, ÷òî äàâëåíèå íå îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì è èçìåíÿ-
åòñÿ â òåõ íàïðàâëåíèÿõ, ïî êîòîðûì äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà. Åñëè ââåñòè
âåêòîð ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ

zyx z
p

y
p

x
p

=p= pgrad eee
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂∇ ,                     (2.6)

ãäå ex, ey è ez  - åäèíè÷íûå âåêòîðû âäîëü îñåé êîîðäèíàò, òî óðàâíåíèÿ (2.5)
ìîæíî çàïèñàòü â áîëåå êîìïàêòíîì âåêòîðíîì âèäå:

− =grad p + F 0 .                                        (2.7)
Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñìûñëîì ââåäåííîãî â ïðåäûäóùèõ ëåêöèÿõ âåêòîðà

ãðàäèåíòà ñêàëÿðíîé âåëè÷èíû èç (2.7) ñëåäóåò, ÷òî äàâëåíèå íàèáîëåå áû-
ñòðî íàðàñòàåò â íàïðàâëåíèè äåéñòâèÿ âíåøíåé ñèëû F, à â ïåðïåíäèêóëÿð-
íûõ íàïðàâëåíèÿõ îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ãîâîðèòü î
ïîâåðõíîñòÿõ ðàâíîãî äàâëåíèÿ, íîðìàëü ê êîòîðûì â êàæäîé òî÷êå ñîâïàäà-
åò ñ íàïðàâëåíèåì ïðèëîæåííîé â ýòîé òî÷êå âíåøíåé ñèëû. Íåñëîæíî ðàñ-
ñ÷èòàòü ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèé ïî îáúåìó æèäêîñòè, åñëè ïðèíÿòü âî âíè-
ìàíèå, ÷òî êîìïîíåíòû âíåøíåé ñèëû F âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïðîèçâîäíûå
ñêàëÿðíîé ôóíêöèè êîîðäèíàò p(x,y,z). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèëà F - ïîòåíöè-
àëüíà è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç ïîòåíöèàëüíóþ ôóíê-
öèþ U (ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ åäèíèöû îáúåìà æèäêîñòè âî âíåøíåì ïîëå)
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F = −grad U .                                         (2.8)
Ïîäñòàâèâ (2.8) â (2.7), ïîëó÷èì

( )grad p + U = 0 ,      èëè     p + U = const.                (2.9)

Êîíñòàíòà â (2.9) îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè ïîòåíöèàëà.

Æèäêîñòü â ïîëå ñèëû òÿæåñòè.
Ïóñòü íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü (íàïðèìåð, âîäà) íàõîäèòñÿ â ïîëå ñèë

òÿæåñòè, gF ρ= , ïëîòíîñòü æèäêîñòè const=ρ . Äëÿ ðàñ÷åòà ðàñïðåäåëåíèÿ
äàâëåíèé óäîáíî íàïðàâèòü îñü x âäîëü ñèëû òÿæåñòè, ñîâìåñòèâ íà÷àëî îñè

Ðèñ. 2.2

dz

z

dy

y

dx

x

FdV
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ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ æèäêîñòè. Ïîñêîëüêó ïîòåíöèàëüíóþ ôóíêöèþ

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå gx)x(U ρ−=  (íîðìèðîâêà ïîòåíöèàëà òàêîâà, ÷òî
U(0)=0), òî ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèé ïî ãëóáèíå îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

p x gx const( ) − =ρ .                                (2.10)
Êîíñòàíòà îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà äàâëåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè âîäû
àòìîñôåðíîìó äàâëåíèþ p0. Ñëåäîâàòåëüíî,

gxp)x(p 0 ρ+= .                                         (2.11)
Åñëè ïðèíÿòü àòìîñôåðíîå äàâëåíèå

5
0 10p ≈  Ïà, ïëîòíîñòü âîäû ρ = 103

êã/ì3, òî èç (2.11) ëåãêî ïîäñ÷èòàòü,
÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ãëóáèíû íà êàæ-

äûå 10 ìåòðîâ ( ∆x  = 10 ì) äàâëåíèå
óâåëè÷èâàåòñÿ íà âåëè÷èíó àòìîñ-

ôåðíîãî äàâëåíèÿ ( )0pp =∆ . Âàæíî
îòìåòèòü, ÷òî âîçðàñòàíèå äàâëåíèÿ
ñ ãëóáèíîé íå çàâèñèò îò ôîðìû ñî-
ñóäà, â êîòîðûé íàëèòà æèäêîñòü. ßð-
êîé èëëþñòðàöèåé ñïðàâåäëèâîñòè
ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îäèíà-
êîâîñòü óðîâíåé æèäêîñòè â äâóõ ñî-
îáùàþùèõñÿ ñîñóäàõ ïðîèçâîëüíîé
ôîðìû (ðèñ. 2.3). Äåéñòâèòåëüíî, ðà-
âåíñòâî äâóõ ãîðèçîíòàëüíûõ ñèë äàâ-
ëåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèõ ðàâíîâåñèå
êóáèêà æèäêîñòè â íèæíåé ÷àñòè ñî-
îáùàþùèõñÿ ñîñóäîâ, âîçìîæíî
ëèøü ïðè ðàâåíñòâå âûñîò ñòîëáîâ
âîäû â îáîèõ ñîñóäàõ.

Ìîäèôèöèðóåì ýêñïåðèìåíò
ñ ñîîáùàþùèìèñÿ ñîñóäàìè. Ïóñòü îáà
êîëåíà U-îáðàçíîãî ñîñóäà (ðèñ. 2.4)
ðàçäåëåíû ïîäâèæíîé ïåðåãîðîäêîé
Ï, ïðè ýòîì ïðàâîå êîëåíî çàïîëíå-
íî âîäîé, à ëåâîå - ðòóòüþ, ïëîòíîñòü

êîòîðîé 1ρ  áîëåå ÷åì â 10 ðàç ïðåâû-

øàåò ïëîòíîñòü âîäû ρ  (ρ1 = 13,6ρ).
Î÷åâèäíî, ðàâíîâåñèå â ýòîé ñèòóà-
öèè äîñòèãàåòñÿ ïðè âûñîòå ñòîëáà

ðòóòè hh
1

1 ρ
ρ= , çíà÷èòåëüíî ìåíü-

øåé âûñîòû h ñòîëáà âîäû. Óìåñòíî
ïîìíèòü, ÷òî ñòîëá ðòóòè âûñîòîé
h1= 760 ìì óðàâíîâåøèâàåò äàâëåíèå
äåñÿòèìåòðîâîãî ñòîëáà âîäû, èëè ïî-
÷òè äåñÿòèêèëîìåòðîâîãî ñòîëáà àò-

h

p

1

0

Ðèñ. 2.3

Ðèñ. 2.4

Ðèñ. 2.5

h

h

Ï
ρ

ρ
1

1
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ìîñôåðû. Ïîýòîìó äëÿ èçìåðåíèÿ àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ èñïîëüçóþò ðòóò-
íûå ìàíîìåòðû, à àòìîñôåðíîå äàâëåíèå èçìåðÿþò â ìèëëèìåòðàõ ðòóòíîãî
ñòîëáà. Òàêîé ìàíîìåòð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâà ñîîáùàþùèõñÿ ñîñóäà, çà-
ïîëíåííûõ ðòóòüþ. Îäèí èç ñîñóäîâ â âèäå òîíêîé òðóáêè çàïàÿí ñâåðõó è èç
íåãî óäàëåí âîçäóõ, à âòîðîé ñîîáùàåòñÿ ñ àòìîñôåðîé (ðèñ. 2.5).

Åñëè èçìåðÿåìûå äàâëåíèÿ íà 1-2 ïîðÿäêà ìåíüøå àòìîñôåðíîãî äàâëå-
íèÿ, òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü è âîäÿíûå ìàíîìåòðû (ñì. ïîñëåäóþùèå ëåêöèè).

Çàâåðøàÿ îïèñàíèå ðàâíîâåñèÿ æèäêîñòè, îòìåòèì, ÷òî â Ìèðîâîì
îêåàíå èç-çà áîëüøèõ ãëóáèí ôîðìóëà (2.11) íóæäàåòñÿ â óòî÷íåíèè, ò.ê.
ïëîòíîñòü óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ãëóáèíîé. Çà èñêëþ÷åíèåì íåñêîëüêèõ îñîáûõ
ìåñò îíà ìîæåò ìåíÿòüñÿ â çàâèñèìîñòè îò ãåîãðàôè÷åñêîãî ïîëîæåíèÿ â

ïðåäåëàõ 2% îò ïîñòîÿííîé âåëè÷èíû 1035=ρ êã/ì3. Îáû÷íî èçìåíåíèÿ
ïëîòíîñòè îáóñëîâëåíû êîëåáàíèÿìè òåìïåðàòóðû è ñîëåíîñòè âîäû.

Æèäêîñòü â íåèíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà.
Ïðè óñêîðåííîì äâèæåíèè ñîñóäà ñ æèäêîñòüþ íàðÿäó ñ ñèëîé òÿæåñòè

íà ÷àñòèöû æèäêîñòè äåéñòâóþò ñèëû èíåðöèè. Ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèé â ïîêî-
ÿùåéñÿ îòíîñèòåëüíî ñîñóäà æèäêîñòè ëåãêî îïðåäåëÿåòñÿ èç (2.9), ãäå ïîä U
ñëåäóåò ïîíèìàòü ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ â ïîëå ñèë òÿæåñòè è èíåðöèè.

Åñëè ñîñóä ñ æèäêîñòüþ äâèæåòñÿ ïîñòóïàòåëüíî ñ ïîñòîÿííûì ãî-
ðèçîíòàëüíûì óñêîðåíèåì A (ðèñ. 2.6), òî ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä

constAygx)y,x(U +ρ−ρ−= .                            (2.12)
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äâóìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèé p(x,y) c ó÷åòîì íîð-
ìèðîâêè p(0,0) = p0 ïîëó÷àåì

Aygxp)y,x(p 0 ρ+ρ+= .                                 (2.13)
Î÷åâèäíî, ÷òî ïîâåðõíîñòè ðàâíîãî äàâëåíèÿ
(âêëþ÷àÿ ïîâåðõíîñòü æèäêîñòè), ïåðïåíäèêó-

ëÿðíûå âåêòîðó ïîëíîé ñèëû AgF ρ−ρ= , áó-
äóò íàêëîíåíû ê ãîðèçîíòó ïîä óãëîì

g
A

arctg=α .                   (2.14)

Ïðè ñâîáîäíîì ïàäåíèè ñîñóäà (â óñëî-
âèÿõ íåâåñîìîñòè) äàâëåíèå âî âñåõ òî÷êàõ îáúå-
ìà, êàê ýòî ñëåäóåò èç çàêîíà Ïàñêàëÿ, îäèíà-
êîâî è ðàâíî âíåøíåìó äàâëåíèþ p0. Â íåâåñî-
ìîñòè âñëåäñòâèå äåéñòâèÿ ñèë ïîâåðõíîñòíî-
ãî íàòÿæåíèÿ æèäêîñòü ïðèîáðåòàåò øàðîîá-
ðàçíóþ ôîðìó, ïðè êîòîðîé ïëîùàäü ïîâåðõ-
íîñòè ñòàíîâèòñÿ ìèíèìàëüíîé.

Ïóñòü òåïåðü öèëèíäðè÷åñêèé ñîñóä ñ æèäêîñòüþ ðàâíîìåðíî âðà-
ùàåòñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω  âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè ñèììåòðèè. Îïûò
ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîâåðõíîñòü æèäêîñòè èñêðèâèòñÿ òàê, êàê ïîêàçàíî íà
ðèñ. 2.7. Íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà îïðåäåëèòü ôîðìó ïîâåðõíîñòåé ðàâíîãî äàâ-
ëåíèÿ. Ïîñêîëüêó íàðÿäó ñ ñèëîé òÿæåñòè â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè äåé-
ñòâóåò è öåíòðîáåæíàÿ ñèëà èíåðöèè FÈ = ρω2r, ÿâëÿþùàÿñÿ òàêæå ïîòåí-
öèàëüíîé, òî ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ U èìååò âèä:

x

0
yα

A

Ðèñ. 2.6
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constr
2
1

gx)r,x(U 22 +ρω−ρ−= ,   (2.15)

ãäå r � ðàññòîÿíèå îò îñè âðàùåíèÿ. Òîãäà
ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì
(2.9) ïîëó÷àåòñÿ ðàâíûì

p x r p gx r( , ) = + +0
2 21

2
ρ ρω .          (2.16)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîâåðõíîñòè ðàâíî-
ãî äàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïàðàáîëîèäàìè âðàùå-
íèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ïîâåðõíîñòü æèäêîñòè, äëÿ
êîòîðîé p(x,r) = p0, îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

2
2

r
g2

1
x

ω−= .                                                 (2.17)

Åñëè ðàäèóñ ñîñóäà ðàâåí R, òî ðàçíîñòü óðîâíåé íà ïåðèôåðèè è â åãî
öåíòðå ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó

g2
v

g2
R

H
222

=ω= ,                                            (2.18)

ãäå v � ñêîðîñòü âðàùàþùèõñÿ ÷àñòèö æèäêîñòè, ïðèëåãàþùèõ ê ñòåíêå ñîñóäà.
Çàìå÷àíèå. Åñëè ñîñóä âðàùàòü ñ óãëîâûì óñêîðåíèåì, òî ïîÿâèòñÿ

äîïîëíèòåëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñèë èíåðöèè, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ðàäèóñó è

ðàâíàÿ ′ =F r
d
dtè ρ
ω . Ýòà ñèëà íå áóäåò ïîòåíöèàëüíîé, ïîñêîëüêó åå ðàáîòà,

íàïðèìåð, âäîëü îêðóæíîñòè ðàäèóñà r0 îòëè÷íà îò íóëÿ è ðàâíà

A F r r
d
dtè è= ′ ⋅ =2 20 0

2π π ρ
ω

.                                    (2.19)

Â ñèëó ýòîãî ðàâíîâåñèå æèäêîñòè íåâîçìîæíî: ïîñëåäíÿÿ áóäåò âðà-
ùàòüñÿ îòíîñèòåëüíî öèëèíäðà, ïðè÷åì ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé è äàâëå-
íèé ìîæíî ïîëó÷èòü, ðàññìàòðèâàÿ óðàâíåíèÿ ãèäðîäèíàìèêè, â êîòîðûõ
äîëæíû áûòü ó÷òåíû ñèëû âÿçêîñòè.

Ïëàâàíèå òåë. Çàêîí Àðõèìåäà.
Èç ïîâñåäíåâíîé ïðàêòèêè èçâåñòíî, ÷òî íà òåëà, ïîãðóæåííûå â

æèäêîñòü, äåéñòâóåò âûòàëêèâàþùàÿ ñèëà, íàïðàâëåííàÿ âåðòèêàëüíî ââåðõ.

Ýòà ñèëà ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì äåéñòâèÿ ñèë äàâëåíèÿ ii pnf −=  ðèñ. (2.8) è
ðàâíà

iiii
i

iA SpS nfF ∆−=∆= ∑∑ .                              (2.20)

Çäåñü iS∆  � ïëîùàäü ýëåìåíòà ïîâåðõíîñòè òåëà, in  � åäèíè÷íûé âåêòîð,
ïåðïåíäèêóëÿðíûé ïîâåðõíîñòè, ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì ýëå-
ìåíòàì ïîâåðõíîñòè.

Âûòàëêèâàþùàÿ ñèëà FA, íàçûâàåìàÿ ñèëîé Àðõèìåäà, ìîæåò áûòü
ïîäñ÷èòàíà ïðè ó÷åòå ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ ïî ãëóáèíå (2.11) è îêàçû-
âàåòñÿ ðàâíîé âåñó âûòåñíåííîé æèäêîñòè. Ïðåäîñòàâëÿÿ ÷èòàòåëþ ñäåëàòü

x

0

rH

ω

Ðèñ. 2.7
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òàêîé ïîäñ÷åò ñàìîñòîÿòåëüíî,
âû÷èñëèì åå, èñõîäÿ èç áîëåå
ïðîñòûõ ñîîáðàæåíèé. Èçâëå-
÷åì èç ñîñóäà òåëî è äîëüåì
òó æå æèäêîñòü, âîññòàíîâèâ
åå ïðåæíèé óðîâåíü (ðèñ. 2.9).
Åñëè çàòåì ìûñëåííî âûäåëèòü
÷àñòü æèäêîñòè, çàìåùàþùóþ
èçâëå÷åííîå òåëî, òî íà íåå
äåéñòâóþò òå æå ñèëû äàâëå-
íèÿ, ÷òî è íà ïîãðóæåííîå
òåëî (ñì. ôîðìóëó 2.20). Èõ ñóì-
ìà FÀ íå òîëüêî óðàâíîâåøè-

âàåò ñèëó òÿæåñòè ( gF mA −= ,
m - ìàññà âûòåñíåííîé æèä-
êîñòè), íî è èìååò ðàâíîäåéñòâóþùóþ, ïðèëîæåííóþ ê öåíòðó ìàññ âû-
òåñíåííîé æèäêîñòè, èëè ê öåíòðó îáúåìà O. Öåíòð ìàññ ïîãðóæåííîãî
òåëà O1 ìîæåò íå ñîâïàäàòü ñ öåíòðîì îáúå-
ìà O. Ýòî íåñîâïàäåíèå èìååò áîëüøîå çíà-
÷åíèå äëÿ óñòîé÷èâîãî ïëàâàíèÿ òåë, ïîãðó-
æåííûõ â æèäêîñòü (â êîðàáëåñòðîåíèè èñ-
ïîëüçóåòñÿ òåðìèí îñòîé÷èâîñòü). Íà ðèñ. 2.10
ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåíî ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå
áàòèñêàôà, ïîãðóæåííîãî â âîäó, ïðè ýòîì
åãî öåíòð òÿæåñòè, ê êîòîðîìó ïðèëîæåíà

ñèëà òÿæåñòè g1m  (m1 - ìàññà áàòèñêàôà),
íàõîäèòñÿ íèæå òî÷êè ïðèëîæåíèÿ Àðõèìå-
äîâîé ñèëû. Åñòåñòâåííî, ÷òî ïðè áîêîâîì
íàêëîíå áàòèñêàôà ìîìåíò óêàçàííîé ïàðû
ñèë áóäåò âîçâðàùàòü åãî â âåðòèêàëüíîå ïî-
ëîæåíèå.

Äëÿ òåë, ïëàâàþùèõ íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè, öåíòð èõ òÿæåñòè âñå-
ãäà áóäåò ðàñïîëîæåí âûøå öåíòðà îáúåìà, ïîãðóæåííîãî â æèäêîñòü, è îñ-
òîé÷èâîñòü ïëàâàíèÿ (êîðàáëÿ, íàïðèìåð) äîñòèãàåòñÿ âûáîðîì ïîäîáàþùåé
ôîðìû êîðàáëÿ è åãî çàãðóçêè. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî êàðàíäàø íèêîãäà íå
ïëàâàåò íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè â
âåðòèêàëüíîì ïîëîæåíèè. Ïàðà ñèë,
âîçíèêàþùàÿ ïðè íåèçáåæíîì ñëó÷àé-
íîì îòêëîíåíèè êàðàíäàøà îò âåðòè-
êàëè, íåìåäëåííî �óêëàäûâàåò� åãî íà
ïîâåðõíîñòü (ðèñ. 2.11à). Óñòîé÷èâî áó-
äåò ïëàâàòü «ãîðèçîíòàëüíûé êàðàí-
äàø». Ïðè åãî ìàëåéøåì íàêëîíå (ñè-
òóàöèÿ á) îí áóäåò âîçâðàùàòüñÿ â èñ-
õîäíîå ãîðèçîíòàëüíîå ïîëîæåíèå. Â
ñóäîñòðîåíèè ôîðìó ñóäíà ñ ó÷åòîì
åãî çàãðóçêè ðàññ÷èòûâàþò òàêèì îá-
ðàçîì, ÷òîáû ìåòàöåíòð Ì íàõîäèëñÿ

Ðèñ. 2.8 Ðèñ. 2.9

Ðèñ. 2.10

Ðèñ. 2.11

à                        á

m g m g

AF AF

O
O

1 1
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1
O
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O

ff ii

O

m  g1
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âûøå öåíòðà ìàññ ñóäíà â ò. Î. Ýòîò
ìåòàöåíòð ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì êðè-

âèçíû êðèâîé ′′ ′O O O1 1 1 , ïðîõîäÿ-

ùåé ÷åðåç öåíòðû îáúåìîâ ïîãðó-
æåííûõ ÷àñòåé êîðïóñà êîðàáëÿ,
ñìåíÿþùèõ äðóã äðóãà ïðè åãî áî-
êîâîé êà÷êå (ðèñ. 2.12). Èç ðèñóíêà
âèäíî, ÷òî ìåòàöåíòð íàõîäèòñÿ íà
ïåðåñå÷åíèè ïëîñêîñòè ñèììåòðèè
ñóäíà ñ ëèíèåé äåéñòâèÿ Àðõèìå-
äîâîé ñèëû. Ïðè ñòðîèòåëüñòâå ñó-
äîâ äîáèâàþòñÿ òîãî, ÷òîáû ðàññòî-
ÿíèå OM â íåñêîëüêî ðàç ïðåâû-
øàëî ðàññòîÿíèå OO1.

Ðàññìîòðåíèå ãèäðîñòàòèêè
íåñæèìàåìîé æèäêîñòè áûëî áû íå ïîëíûì, åñëè áû ìû íå êîñíóëèñü
âîïðîñà î ñèëàõ äàâëåíèÿ, äåéñòâóþùèõ íà äíî è ñòåíêè ñîñóäà ñ æèäêî-
ñòüþ. Óäîáíî ýòî ñäåëàòü, îáðàòèâøèñü íåïîñðåäñòâåííî ê ïðèìåðàì.

Ïðèìåð 1. Åñëè â öèëèíäðè÷åñêèé ñîñóä ñ ïëîùàäüþ îñíîâàíèÿ S
íàëèòà âîäà, ìàññà êîòîðîé m, äî óðîâíÿ H (ðèñ. 2.13à), òî äàâëåíèå æèä-
êîñòè íà äíî ñîñóäà (áåç ó÷åòà ñèëû àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ) ïðèâåäåò ê

âîçíèêíîâåíèþ ñèëû F =

= mggHSpS =ρ= , ðàâíîé âåñó
íàëèòîé æèäêîñòè. Åñëè íà ïîâåð-
õíîñòü æèäêîñòè îïóñòèòü ïëàâà-
þùåå òåëî ìàññû m1, òî äàâëåíèå
íà äíî æèäêîñòè óâåëè÷èòñÿ íà

âåëè÷èíó Hgp ∆ρ=∆ , ãäå H∆  �
âûñîòà ïîäúåìà óðîâíÿ æèäêîñòè
(ðèñ. 2.13á). Äîïîëíèòåëüíàÿ ñèëà,
ïðèëîæåííàÿ êî äíó, ∆F =

HSgSp ∆ρ=⋅∆= . Ïîñêîëüêó îáúåì

öèëèíäðè÷åñêîãî ñëîÿ SH ⋅∆  ðà-
âåí îáúåìó ïîãðóæåííîé ÷àñòè
òåëà, òî âåëè÷èíà ∆F ðàâíà ñèëå
Àðõèìåäà è, åñòåñòâåííî, ∆F = m1g.
Ïîêàçàíèÿ âåñîâ, íà êîòîðûå ïî-
ñòàâëåí ñîñóä ñ âîäîé, ïðè ïîìå-
ùåíèè â íåãî ïëàâàþùåãî òåëà
âîçðàñòóò íà ýòó âåëè÷èíó.

Ïðèìåð 2. Åñëè äâà ëåã-
êèõ êîíè÷åñêèõ ñîñóäà îäèíàêî-
âîé âûñîòû íàïîëíèòü âîäîé è
ðàñïîëîæèòü èõ òàê, êàê ïîêàçà-
íî íà ðèñ. 2.14 , òî â ñèòóàöèè
(à) ñèëà äàâëåíèÿ íà äíî ñîñóäà
ñ ïëîùàäüþ ñå÷åíèÿ S2 áóäåò

Ðèñ. 2.12

Ðèñ. 2.13
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Ó

∆H

H

m

m

1

H

m

s s

s s

1 2

2 1

m



35Ëåêöèÿ 2

áîëüøå âåñà æèäêîñòè: ∆F2
mggHS2 >ρ= . Â ñèòóàöèè (á), íàîáîðîò,

∆F1 mggHS1 <ρ= . Ìåæäó òåì, ïðè âçâåøèâàíèè ñîñóäîâ âåñû ïîêàæóò îäè-
íàêîâûé ðåçóëüòàò. Íà ïåðâûé âçãëÿä, ìû ñòîëêíóëèñü ñ ïàðàäîêñîì. Ïàðà-
äîêñ, îäíàêî, ðàçðåøàåòñÿ ïðîñòî, åñëè ìû ïðèìåì âî âíèìàíèå, ÷òî âåñû
èçìåðÿþò ñèëó äàâëåíèÿ ñîñóäà íà ÷àøêó âåñîâ, ðàâíóþ òîé ñèëå, ñ êîòî-
ðîé æèäêîñòü äåéñòâóåò íà âåñü ñîñóä, âêëþ÷àÿ äåéñòâèå íà åãî íàêëîííûå
áîêîâûå ñòåíêè.  Â îáåèõ ñèòóàöèÿõ ñóììà âñåõ ýòèõ ýëåìåíòàðíûõ ñèë îäè-
íàêîâà è ðàâíà âåñó æèäêîñòè mg.

Ðàâíîâåñèå ñæèìàåìîé æèäêîñòè.
Ïðè âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèÿõ ïëîòíîñòü ãàçîâ íå îñòàåòñÿ ïîñòîÿí-

íîé. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè (p = p(ρ)),
ïðè÷åì âèä ýòîé ôóíêöèè, êàê áóäåò ïî-
êàçàíî íèæå, çàäàåòñÿ óñëîâèÿìè, ïðè êî-
òîðûõ íàõîäèòñÿ ãàç. Ïîýòîìó â ìåõàíèêå
ñïëîøíûõ ñðåä â ýòèõ ñëó÷àÿõ îïåðèðóþò
ñ ïëîòíîñòüþ ñèëû F, òî åñòü ñ ñèëîé, ïðè-
ëîæåííîé ê åäèíèöå ìàññû, êîòîðàÿ ñâÿ-
çàíà ñ ñèëîé F â (2.7) ñîîòíîøåíèåì

F = ρ F .                  (2.21)
Òîãäà óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ (2.7) ïðèìåò âèä

1
ρ

grad p =
 

F .�            (2.22)

Â ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà âõîäÿò äàâ-
ëåíèå è ïëîòíîñòü, ÿâëÿþùèåñÿ íåèçâåñ-
òíûìè ôóíêöèÿìè êîîðäèíàò, à ïðàâàÿ
÷àñòü îáû÷íî èçâåñòíà.

Â ïîëå ñèëû òÿæåñòè F = g = const. Â ýòîì ñëó÷àå ïîâåðõíîñòÿìè ðàâ-
íûõ äàâëåíèé è ïëîòíîñòåé áóäóò ãîðèçîíòàëüíûå ïëîñêîñòè, äâå èç êîòîðûõ
p(x1) = p1 è p(x) = p èçîáðàæåíû íà ðèñ. 2.15. Åñëè ìû ââåäåì âñïîìîãàòåëü-
íóþ ôóíêöèþ

P(x) = ∫ dp

p

p

ρ
1

,                                                        (2.23)

òî (2.22) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå, àíàëîãè÷íîì (2.7):

F
P ==

ρ dx
d

dx
dp1

.                                              (2.24)

Ââîäÿ äàëåå äëÿ åäèíèöû ìàññû ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ U1, ñ êîòîðîé âíå-
øíÿÿ ñèëà ñâÿçàíà ñîîòíîøåíèåì

F ( )x
dU
dx

= − 1 ,                                            (2.25)

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå, àíàëîãè÷íîå (2.9):

( )d
dx

UP + =1 0 , èëè P + =U const1 .                       (2.26)

z

y

x

x

x
1

p

p
1

Ðèñ. 2.15

0
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Çàìå÷àíèå. Âñïîìîãàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ )x(P  çàâèñèò îò âåðõíåãî ïðå-
äåëà p èíòåãðàëà (2.23), âû÷èñëåíèå êîòîðîãî âîçìîæíî ïðè èçâåñòíîé ñâÿ-
çè ìåæäó äàâëåíèåì è ïëîòíîñòüþ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè íàéòè çàâèñè-
ìîñòü P(x) (ñ ïîìîùüþ (2.24) èëè (2.26)), òî ìîæíî îïðåäåëèòü ôóíêöèþ
p(x) â (2.23), ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèé.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîâåðõíîñòè ðàâíîãî çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû P  ñîâïàäà-
þò ñ ïîâåðõíîñòÿìè ðàâíîãî äàâëåíèÿ. Â çàäà÷àõ ñ òðåõìåðíûì ðàñïðåäåëåíè-
åì äàâëåíèÿ è ïëîòíîñòè âñïîìîãàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ

P( , , )
( , , )

x y z
dp

p

p x y z

= ∫ ρ
1

,                                          (2.27)

à óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ èìååò âèä

grad p = F .                                                     (2.28)
Ïîñêîëüêó ñèëà F ñâÿçàíà ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé åäèíèöû ìàññû ñîîòíî-
øåíèåì

 F = −grad U1 ,                                                 (2.29)
òî ïîäñòàíîâêà (2.29) â (2.28) äàåò óñëîâèå

( )grad UP + =1 0 , èëè P + =U const1 .                      (2.30)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ (2.28) ÿâëÿåòñÿ áîëåå îá-
ùèì, ÷åì (2.7), ò.ê. ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòàòü ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèé êàê â æèä-
êîñòÿõ, òàê è â ãàçàõ.

Àòìîñôåðà â ïîëå ñèëû òÿæåñòè.
Ìíîãî÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ àòìîñôåðû, ïðîâåäåííûå ïðè ïîìîùè

àýðîñòàòîâ (ñì. íèæå), ðàêåò è èñêóññòâåííûõ ñïóòíèêîâ Çåìëè, ïîêàçûâàþò, ÷òî
ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ âûñîòû äàâëåíèå è ïëîòíîñòü ìîíîòîííî óáûâàþò, à òåìïå-
ðàòóðà ìîíîòîííî óáûâàåò ëèøü â íèæíåì 10-êèëîìåòðîâîì ñëîå, à â áîëåå âûñî-
êèõ ñëîÿõ ìåíÿåòñÿ íåìîíîòîííî. Ïàðàìåòðû àòìîñôåðû çàâèñÿò êàê îò ãåîãðàôè-
÷åñêîãî ïîëîæåíèÿ ìåñòà, òàê è îò âðåìåíè ãîäà. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ê ñêà-
çàííîìó íà ðèñ. 2.16 ïðåäñòàâëåíû âûñîòíûå çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðîâ ñðåäíåñòà-
òèñòè÷åñêîé àòìîñôåðû Ìîñêâû, ïîëó÷åííûå â ëåòíåå è çèìíåå âðåìÿ. Åñëè ðàç-
íèöà â âûñîòíûõ çàâèñèìîñòÿõ òåìïåðàòóðû àòìîñôåðû ñîñòàâëÿåò äåñÿòêè ãðàäó-
ñîâ, òî ðàñïðåäåëåíèå «çèìíåãî» äàâëåíèÿ îòëè÷àåòñÿ îò «ëåòíåãî» âñåãî ëèøü íà
íåñêîëüêî ïðîöåíòîâ, è íà ðèñóíêå ýòà ðàçíèöà íåðàçëè÷èìà.

Ñëîæíàÿ âûñîòíàÿ çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû àòìîñôåðû åñòü ðåçóëü-
òàò ñîâìåñòíîãî ïðîÿâëåíèÿ ïðîöåññîâ òåïëîìàññîïåðåíîñà, èíèöèèðóåìûõ
èçëó÷åíèåì Ñîëíöà. Ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî åñëè áû àòìîñôåðà è Ìèðîâîé
îêåàí, íàçûâàåìûå æèäêîé îáîëî÷êîé Çåìëè, íå ïîãëîùàëè áû ýíåðãèþ
ñîëíå÷íîãî èçëó÷åíèÿ, òî Çåìëÿ íàãðåëàñü áû íà ýêâàòîðå äî 270 Ê, íà Þæíîì
ïîëþñå � äî 150 Ê è íà Ñåâåðíîì ïîëþñå � äî 170 Ê. Ïðè òàêèõ òåìïåðàòóðàõ
óñòàíîâèëîñü áû ðàäèàöèîííîå ðàâíîâåñèå: íàãðåòàÿ Çåìëÿ èçëó÷àëà áû â
ìèðîâîå ïðîñòðàíñòâî ñòîëüêî ýíåðãèè, ñêîëüêî ïîëó÷àåò îò Ñîëíöà. Îäíàêî
ïîâåðõíîñòü Çåìëè çíà÷èòåëüíî òåïëåå, à êîíòðàñò òåìïåðàòóð ìåæäó ýêâàòî-
ðîì è ïîëþñîì íàìíîãî ìåíüøå. Ýòî � ðåçóëüòàò ïîãëîùåíèÿ ñîëíå÷íîé
ýíåðãèè ñàìîé àòìîñôåðîé. Êðîìå òîãî, àòìîñôåðà è îêåàí ïåðåíîñÿò òåïëî
îò îäíîé îáëàñòè ê äðóãîé, ÷òî òàêæå âëèÿåò íà ýíåðãåòè÷åñêèé áàëàíñ.
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Ïîãëîùåíèå ñîëíå÷íîé ýíåðãèè îñóùåñòâëÿåòñÿ ãëàâíûì îáðàçîì âî-
äÿíûì ïàðîì, óãëåêèñëûì ãàçîì è îçîíîì, âñëåäñòâèå ÷åãî ñîçäàåòñÿ «ïàðíè-
êîâûé ýôôåêò», ïðèâîäÿùèé ê äîïîëíèòåëüíîìó íàãðåâàíèþ ïîâåðõíîñòè Çåì-
ëè. Ïîñêîëüêó âîçäóõ âáëèçè ïîâåðõíîñòè áîëåå òåïëûé è ëåãêèé, ÷åì âîçäóõ
ñâåðõó, òî îí âñïëûâàåò ââåðõ (âåðòèêàëüíàÿ êîíâåêöèÿ), è íèæíèé ñëîé àò-
ìîñôåðû ïåðåìåøèâàåòñÿ. Ïîýòîìó ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû, èçîáðàæåí-
íîå íà ðèñ. 2.16, ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì äèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ àòìîñôåðû â
ïîëå ñèëû òÿæåñòè, ïðè êîòîðîì ñîáëþäàåòñÿ áàëàíñ ýíåðãèè. Ðàäèàöèîííîå
ðàâíîâåñèå ìîæíî ðàññ÷èòàòü, åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå, ÷òî â íèæíåì ñëîå
àòìîñôåðû îñíîâíûì ôèçè÷åñêèì ôàêòîðîì, îòâå÷àþùèì çà äîñòèæåíèå ðàâ-
íîâåñèÿ, ÿâëÿåòñÿ ïîãëîùåíèå ðàäèàöèè âîäÿíûì ïàðîì. Íà áîëüøèõ âûñîòàõ
äîìèíèðóþùèì ÿâëÿåòñÿ ïîãëîùåíèå óãëåêèñëûì ãàçîì è îçîíîì.

Àòìîñôåðà äåëèòñÿ íà îòäåëüíûå ó÷àñòêè, êàê ýòî âèäíî èç ðèñ. 2.16.
Íèæíèé ñëîé àòìîñôåðû, íàçûâàåìûé òðîïîñôåðîé, ñîäåðæèò 80% ìàññû
àòìîñôåðû, ïî÷òè âåñü âîäÿíîé ïàð è îáëàêà è õàðàêòåðèçóåòñÿ ñèëüíûì
âåðòèêàëüíûì ïåðåìåøèâàíèåì. Ñâåðõó òðîïîñôåðà îãðàíè÷åíà òðîïîïàóçîé,
ãäå òåìïåðàòóðà àòìîñôåðû ìåíÿåòñÿ î÷åíü ìàëî. Âûøå ðàñïîëîæåíà ñòðàòîñ-
ôåðà, êîòîðàÿ ñëàáî ïåðåìåøèâàåòñÿ. Åå óñòîé÷èâîñòü îáóñëîâëèâàåòñÿ ïî-
âûøåíèåì òåìïåðàòóðû ñ âûñîòîé â ðåçóëüòàòå ðàäèàöèîííîãî áàëàíñà. Âîç-
ðàñòàíèå òåìïåðàòóðû çàêàí÷èâàåòñÿ â ñòðàòîïàóçå. Âûøå íàõîäèòñÿ ìåçîñ-
ôåðà, ãäå òåìïåðàòóðà îïÿòü ïàäàåò. Ìåçîñôåðà ñîäåðæèò ëèøü 0,1% ìàññû
âñåé àòìîñôåðû. Âûøå ìåçîñôåðû (H > 100 êì) íàõîäèòñÿ òåðìîñôåðà, â
êîòîðîé òåìïåðàòóðà îïÿòü ðàñòåò ñ âûñîòîé, äîñòèãàÿ 600 Ê â ïåðèîä ñïî-
êîéíîãî Ñîëíöà è áîëåå 2000 Ê â ïåðèîä ñîëíå÷íîé àêòèâíîñòè.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èçìåíåíèÿ àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ ñ âûñîòîé âîñ-
ïîëüçóåìñÿ óñëîâèåì ðàâíîâåñèÿ (2.24) â âèäå:

Ðèñ. 2.16
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g
dx
dp1 −=

ρ .                                                (2.31)

Ñâÿçü ìåæäó äàâëåíèåì è ïëîòíîñòüþ äëÿ ñóõîãî âîçäóõà çàäàåòñÿ óðàâíåíè-
åì ñîñòîÿíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà

µ
ρ= RT

p .                                                 (2.32)

Ñïðàâåäëèâîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî âëèÿíèå
âëàæíîñòè íà ïëîòíîñòü âîçäóõà ñóùåñòâåííî ëèøü â òðîïèêàõ âáëèçè ïîâåðõíî-
ñòè Çåìëè, îäíàêî äàæå çäåñü îøèáêà ïðè èñïîëüçîâàíèè (2.32) íå ïðåâîñõîäèò
2%. Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèå ïëîòíîñòè ρ èç (2.32) â (2.31), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

1
p

dp
dx

g
RT x

= −
( ) ,                                             (2.33)

êîòîðîå ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü, åñëè èçâåñòíà T(x).
Â êà÷åñòâå ãðóáîãî ïðèáëèæåíèÿ â (2.33) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñðåäíåå

çíà÷åíèå òåìïåðàòóðû K 250T = , ïðè ýòîì îòêëîíåíèå ìàêñèìàëüíîé òåìïå-
ðàòóðû ó ïîâåðõíîñòè èëè ìèíèìàëüíîé òåìïåðàòóðû íà âûñîòå H = 100 êì îò
ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ñîñòàâëÿþò îêîëî 15%. Èíòåãðèðóÿ (2.33), ïîëó÷àåì ðàñ-
ïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ èçîòåðìè÷åñêîé àòìîñôåðû







−=





 µ−=

0
00 H

x
expp

TR

gx
exppp ,                        (2.34)

íîñÿùåå íàçâàíèå áàðîìåòðè÷åñêîé ôîðìóëû. Âûñîòà H0, íà êîòîðîé äàâëå-
íèå ïàäàåò â e ðàç, íàçûâàåòñÿ ïðèâåäåííîé âûñîòîé àòìîñôåðû è ðàâíà:

êì 4,7
g
TR

H0 =
µ

= .                                     (2.35)

Îòìåòèì, ÷òî åñëè áû ïëîòíîñòü íå ìåíÿëàñü ñ âûñîòîé (ρ = ρ0 = const),
òî èíòåãðèðîâàíèå (2.31) ïðèâåëî áû ê ëèíåéíîìó (êàê äëÿ íåñæèìàåìîé
æèäêîñòè) çàêîíó óáûâàíèÿ äàâëåíèÿ ñ âûñîòîé:







−=ρ−=

0
000 H

x
1pgxp)x(p .                         (2.36)

Â ýòîì ñëó÷àå âñÿ àòìîñôåðà áûëà áû îãðàíè÷åíà âûñîòîé êì 4,8
g

p
H

0

0
0 =

ρ
= ,

÷òî, êîíå÷íî, ïðîòèâîðå÷èò ðåàëüíîé ñèòóàöèè.
Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé èñïîëüçóþòñÿ óíèôèöèðîâàííûå àòìîñôåðíûå

ïàðàìåòðû è èõ âûñîòíûå çàâèñèìîñòè. Òàê, Ìåæäóíàðîäíàÿ îðãàíèçàöèÿ ãðàæ-
äàíñêîé àâèàöèè (ÌÎÃÀ) äëÿ íóæä àâèàöèè îïðåäåëèëà â 1952 ã. ñòàíäàðòíóþ
àòìîñôåðó äî âûñîòû 20 êì, à â 1963 ã. äàëà íîâîå îïðåäåëåíèå äî âûñîòû 32 êì.
Ñòàíäàðòíàÿ àòìîñôåðà åñòü óñëîâíàÿ àòìîñôåðà, äëÿ êîòîðîé äàâëåíèå è òåìïå-
ðàòóðà íà óðîâíå ìîðÿ, ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû è äðóãèå çíà÷åíèÿ áûëè âûáðàíû
íàìåðåííî òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñõåìàòè÷íóþ ìîäåëü àòìîñôåðû, êîòîðàÿ íàè-
ëó÷øèì îáðàçîì ñîãëàñóåòñÿ ñî ñðåäíèìè çíà÷åíèÿìè åå ïàðàìåòðîâ, íàáëþäàå-
ìûìè íà ñðåäíèõ øèðîòàõ. Ýòà ìîäåëü, â ÷àñòíîñòè, øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
ãðàäóèðîâàíèÿ àëüòèìåòðîâ (ïðèáîðîâ äëÿ îïðåäåëåíèÿ âûñîòû ëåòàòåëüíîãî àï-
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ïàðàòà). Â ýòîé ìîäåëè ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî äî âûñîòû h = 11000 ñòàíäàðòíûõ ãåîïî-
òåíöèàëüíûõ ìåòðîâ íàä óðîâíåì ìîðÿ, ãäå òåìïåðàòóðà âîçäóõà ðàâíà �56,50Ñ,
ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû dT/dh ðàâåí �0,00650Ñ íà ñòàíäàðòíûé ãåîïîòåíöèàëüíûé
ìåòð. Äî âûñîòû 20000 ñòàíäàðòíûõ ãåîïîòåíöèàëüíûõ ìåòðîâ dT/dh=0, à âûøå,
âïëîòü äî 32000 ñòàíäàðòíûõ ãåîïîòåíöèàëüíûõ ìåòðîâ, ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû
ðàâåí +0,0010Ñ íà ñòàíäàðòíûé ãåîïîòåíöèàëüíûé ìåòð.

Ãåîïîòåíöèàëüíûé ìåòð ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé èçìåðåíèÿ ãåîïîòåíöèà-
ëà, îïðåäåëÿåìîãî óðàâíåíèåì

∫=
x

0

dx)x(g
8,9

1
h ,                                     (2.37)

ãäå óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ

( )
g x g

R

R x
Ç

Ç

( ) =
+

2

2 .                                   (2.38)

Çäåñü RÇ � ðàäèóñ Çåìëè, g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ íà ñðåäíåì
óðîâíå ìîðÿ, x � âûñîòà íàä óðîâíåì ìîðÿ. Åñëè áû óñêîðåíèå g íå ìåíÿëîñü
ñ âûñîòîé, òî âûñîòà h â ãåîïîòåíöèàëüíûõ ìåòðàõ áûëà áû ðàâíà ãåîìåòðè-
÷åñêîé âûñîòå íàä óðîâíåì ìîðÿ x.

Â ìîäåëè ñòàíäàðòíîé àòìîñôåðû ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó äàâëåíèåì p, òåì-
ïåðàòóðîé Ò, ïëîòíîñòüþ ρ è ãåîïîòåíöèàëîì h çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) Â äâóõ àòìîñôåðíûõ ñëîÿõ ñ ïîñòîÿííûì ãðàäèåíòîì òåìïåðàòóð

h
dh
dT

)0(T)h(T += ,

( )dh/dTR
G

h
dh
dT

)0(T

)0(T
)0(p
)h(p

µ



















+
= .                          (2.39)

2) Â èçîòåðìè÷åñêîì àòìîñôåðíîì ñëîå, ãäå dT/dh = 0 è T(0) = const,

)0(RT
Gh

e
)0(p
)h(p

µ−
= ,                                      (2.40)

è ðàáîòàåò áàðîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìóëà.
Çäåñü p(0) è T(0) � äàâëåíèå è òåìïåðàòóðà ó îñíîâàíèÿ êàæäîãî ñëîÿ,

R � óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ äëÿ ñóõîãî âîçäóõà, h � ðàçíèöà ãåîïî-
òåíöèàëà ìåæäó ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êîé ñëîÿ è åãî îñíîâàíèåì, µ � ìîëåêó-
ëÿðíàÿ ìàññà ñóõîãî âîçäóõà, êîýôôèöèåíò G = 9,80665, åñëè ãåîïîòåíöèàë
âûðàæåí â ãåîïîòåíöèàëüíûõ ìåòðàõ. Ó÷åò èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû ñ âûñîòîé
ïðèâîäèò ê âûñîòíîé çàâèñèìîñòè äàâëåíèÿ (2.39), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ëó÷øåé
àïïðîêñèìàöèåé ðåàëüíîé àòìîñôåðû, ÷åì áàðîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìóëà.

Äëÿ áîëåå ãëóáîêîãî îçíàêîìëåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäåëè ñòàí-
äàðòíîé àòìîñôåðû äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé âîçäóõîïëàâàíèÿ è äð. ðåêîìåí-
äóåì ÷èòàòåëþ îáðàòèòüñÿ ê ìåæäóíàðîäíûì ìåòåîðîëîãè÷åñêèì òàáëèöàì.1

1 Ìåæäóíàðîäíûå ìåòåîðîëîãè÷åñêèå òàáëèöû. I - II ñåðèè. ÂÌÎ - ¹188 ÒÐ.94. Ñåêðåòà-
ðèàò Âñåìèðíîé ìåòåîðîëîãè÷åñêîé îðãàíèçàöèè. Æåíåâà - Øâåéöàðèÿ. Îáíèíñê, 1975 ã., 262 ñ.
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Âîçäóõîïëàâàíèå.
Îáðàòèì âíèìàíèå íà òîò ôàêò, ÷òî ïëîòíîñòü àòìîñôåðû íà óðîâíå

ñòðàòîïàóçû óìåíüøàåòñÿ ïðèáëèçèòåëüíî íà 5 ïîðÿäêîâ, îäíàêî ýòîãî îêà-
çûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îñóùåñòâèòü âîçäóõîïëàâàíèå ñ ïðèìåíåíèåì
àýðîñòàòîâ è ñòðàòîñòàòîâ âïëîòü äî âûñîò ~50 êì.

Àýðîñòàòû � ëåòàòåëüíûå àïïàðàòû ëåã÷å âîçäóõà. Îíè ïîääåðæèâàþòñÿ
â âîçäóõå áëàãîäàðÿ ïîäúåìíîé ñèëå çàêëþ÷åííîãî â îáîëî÷êå àýðîñòàòà ãàçà ñ
ïëîòíîñòüþ, ìåíüøåé ïëîòíîñòè âîçäóõà (âîäîðîä, ãåëèé, ñâåòèëüíûé ãàç). Àýðî-
ñòàòû, ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ ïîëåòîâ â ñòðàòîñôåðó, íàçûâàþòñÿ ñòðàòîñòàòàìè.

Àýðîñòàòû äåëÿòñÿ íà óïðàâëÿåìûå, èëè äè-
ðèæàáëè, ñíàáæåííûå äâèãàòåëÿìè, è íåóï-
ðàâëÿåìûå. Íåóïðàâëÿåìûå àýðîñòàòû èñïîëü-
çóþòñÿ äëÿ ñâîáîäíûõ ïîëåòîâ ïî âåòðó (ñâî-
áîäíûå àýðîñòàòû). Îíè òàêæå ìîãóò «âèñåòü»
íåïîäâèæíî â àòìîñôåðå, åñëè èõ ïðèñîåäè-
íèòü� òðîñîì ê çàêðåïëåííîé íà çåìëå ëåáåä-
êå (ïðèâÿçíûå àýðîñòàòû).

Êîíñòðóêöèÿ àýðîñòàòà (ðèñ. 2.17)
âêëþ÷àåò îáîëî÷êó (1), ñîäåðæàùóþ ëåã-
êèé ãàç, ãîíäîëó (2) äëÿ ðàçìåùåíèÿ ýêè-
ïàæà è àïïàðàòóðû è ïîäâåñêó (3), êðåïÿ-
ùóþ ãîíäîëó ê îáîëî÷êå. Äëÿ ïîäúåìà íà
áîëüøèå âûñîòû îáúåì îáîëî÷êè äîëæåí
ñîñòàâëÿòü 100000�800000 ì3. Îáîëî÷êà
àýðîñòàòà èçãîòàâëèâàåòñÿ èç ñïåöèàëüíûõ
ãàçîäåðæàùèõ ïîëîòíèù è ìåðèäèîíàëü-
íûõ óñèëèòåëüíûõ ëåíò.

Ïîäúåìíàÿ ñèëà 1 ì3 âîäîðîäà ó çåì-
íîé ïîâåðõíîñòè ðàâíà ïðèáëèçèòåëüíî
1,15 êÃ, à áîëåå òÿæåëîãî, íî áåçîïàñíîãî,
ãåëèÿ � 1 êÃ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè âåñ îñ-
íàùåííîãî àýðîñòàòà ðàâåí 1 òîííå, òî â îáî-
ëî÷êó äîñòàòî÷íî çàêà÷àòü >1000 ì3 ãåëèÿ, è
àýðîñòàò âçëåòèò. Èçáûòîê ïîäúåìíîé ñèëû

óðàâíîâåøèâàþò áàëëàñòîì. Çàìåòèì, ÷òî îáîëî÷êà çàïîëíÿåòñÿ ëèøü ÷àñ-
òè÷íî, è ýòî ïîçâîëÿåò çàùèòèòü åå îò ïåðåíàïðÿæåíèÿ. Ïðè ïîäúåìå ïî
ìåðå óìåíüøåíèÿ äàâëåíèÿ àòìîñôåðû ëåãêèé ãàç â îáîëî÷êå ðàñøèðÿåòñÿ.
Õîòÿ ïîäúåìíàÿ ñèëà êàæäîãî êóáè÷åñêîãî ìåòðà ãàçà â îáîëî÷êå è ïàäàåò,
îäíàêî ïîäúåìíàÿ ñèëà îáîëî÷êè îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé. Íà íåêîòîðîé âûñîòå
ëåãêèé ãàç çàéìåò âåñü îáúåì îáîëî÷êè, è ïîñëåäíÿÿ ïðèìåò øàðîîáðàçíóþ
ôîðìó. Ïðè äàëüíåéøåì ïîäúåìå ÷àñòü ëåãêîãî  ãàçà áóäåò âûõîäèòü ÷åðåç
îòêðûòûé ðóêàâ (4), è ïîäúåìíàÿ ñèëà àýðîñòàòà áóäåò óìåíüøàòüñÿ. Ïîäúåì
áóäåò ïðîäîëæàòüñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå óðàâíÿþòñÿ âåñ è ïîäúåìíàÿ ñèëà
àýðîñòàòà. Ìàêñèìàëüíàÿ âûñîòà ïîëåòà äîñòèãàåòñÿ ñáðàñûâàíèåì áàëëàñòà.

Äëÿ ñïóñêà îòêðûâàåòñÿ ãàçîâûé êëàïàí (5) â âåðõíåé ÷àñòè îáîëî÷êè.
Ïîäúåìíàÿ ñèëà ïàäàåò, è àýðîñòàò îïóñêàåòñÿ. Ïîñêîëüêó äàâëåíèå àòìîñôåðû
íà÷èíàåò ðàñòè, òî îáîëî÷êà ñíîâà òåðÿåò ôîðìó øàðà. Ïðè ïðèçåìëåíèè ìàññà
ëåãêîãî ãàçà âñåãäà ìåíüøå åãî íà÷àëüíîé ìàññû. ×òîáû ïðåäîòâðàòèòü óäàð ãîí-
äîëû î çåìëþ èç-çà ïàäåíèÿ ïîäúåìíîé ñèëû, íåîáõîäèìî ïåðåä ïîñàäêîé óìåíü-
øèòü ìàññó àýðîñòàòà. Ýòî äîñòèãàåòñÿ âûáðàñûâàíèåì îñòàþùåãîñÿ áàëëàñòà.

1

2

5

4 3

Ðèñ. 2.17
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Ñ ïîìîùüþ âûñîòíûõ àýðîñòàòîâ îñóùåñòâëÿþòñÿ ìíîãî÷èñëåííûå íà-
ó÷íûå èññëåäîâàíèÿ. Ðàçâèòèå òåõíèêè àýðîñòàòíûõ èññëåäîâàíèé ñâÿçàíî ñ
îïåðàòèâíîñòüþ ïðîâåäåíèÿ íàó÷íûõ ðàáîò è èõ ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîé ñòî-
èìîñòüþ. Êðóã íàó÷íûõ çàäà÷, ðåøàåìûõ ïðè ýòîì, î÷åíü øèðîê: ôèçèêà Ñîë-
íöà è ìåæïëàíåòíîé ñðåäû, γ-àñòðîíîìèÿ è äðóãèå àñòðîôèçè÷åñêèå èññëåäî-
âàíèÿ, ôèçèêà êîñìè÷åñêèõ ëó÷åé, ïðîöåññû â àòìîñôåðå Çåìëè è äð.

Â ðàçâèòûõ ñòðàíàõ ðàñ÷åò, êîíñòðóèðîâàíèå è ïðîèçâîäñòâî àýðîñòàòîâ
èìåþò âûñîêóþ ñòåïåíü êîìïüþòåðèçàöèè è àâòîìàòèçàöèè. Ïðîèçâîäñòâî àýðî-
ñòàòíûõ îáîëî÷åê îñóùåñòâëÿåòñÿ «íà çàêàç» ïîä çàäàííóþ ìàññó ïîëåçíîãî
ãðóçà. Ðÿäîâûìè ÿâëÿþòñÿ ïîëåòû àýðîñòàòîâ ñ îáîëî÷êàìè íóëåâîãî äàâëåíèÿ
ñ îáúåìàìè 350000�850000 ì3 è ìàññîé ïîëåçíîãî ãðóçà 500�900 êã íà âûñî-
òàõ 38�43 êì è ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ ïîëåòà äî 100 ÷àñîâ. Ñîâðåìåííûå àýðî-
ñòàòû ñïîñîáíû ëåòàòü íà âûñîòàõ ïðèìåðíî 50 êì (ðåêîðäíàÿ âûñîòà ñî-
ñòàâëÿåò 51,7 êì), ãðóçîïîäúåìíîñòü èõ äîñòèãàåò íåñêîëüêèõ òîíí, ïðîäîë-
æèòåëüíîñòü ïîëåòà � 10÷15 ñóòîê.

Öåíòðèôóãèðîâàíèå.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ áàðîìåòðè÷åñêîé ôîðìóëîé ïëîòíîñòü èçîòåðìè÷åñêîé

àòìîñôåðû òàêæå óáûâàåò ñ âûñîòîé ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó

TR

gx

0e
µ

−
ρ=ρ .                                                 (2.41)

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà äàåò ðàñïðåäåëåíèå ñðåäíåé ïëîòíîñòè àòìîñôåðû, ñî-
ñòîÿùåé èç ðàçëè÷íûõ ãàçîâ. Åñëè ãîâîðèòü î ïàðöèàëüíîé ïëîòíîñòè ðàçëè÷-
íûõ êîìïîíåíò, òî ïëîòíîñòü áîëåå òÿæåëûõ êèñëîðîäà O2 (µ = 32 ã/ìîëü) è
àçîòà N2 (µ = 28 ã/ìîëü) óáûâàåò ñ âûñîòîé áûñòðåå, ÷åì ïëîòíîñòü ëåãêîãî
ãåëèÿ He (µ = 2 ã/ìîëü). Ýòî íàâîäèò íà ìûñëü î âîçìîæíîñòè ðàçäåëåíèÿ
ëåãêèõ è òÿæåëûõ ãàçîâ â ñèëîâîì ïîëå. Íàèáîëåå óñïåøíî ýòî ìîæíî îñóùå-
ñòâèòü â áûñòðî âðàùàþùèõñÿ âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè áàðàáàíàõ (öåíòðèôó-
ãàõ), çàïîëíåííûõ ñìåñüþ ãàçîâ. Äëÿ ðàñ÷åòà ïàðöèàëüíîãî äàâëåíèÿ è ïëîòíî-
ñòè êàæäîãî ãàçà â öåíòðèôóãå âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì (2.30). Ïîòåíöèàëü-
íàÿ ýíåðãèÿ åäèíèöû ìàññû â ïîëå öåíòðîáåæíîé ñèëû è ñèëû òÿæåñòè ðàâíà:

U x r gx r1
2 21

2
( , ) = − + ω .                                 (2.42)

Ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå T = const

∫∫ µ
=

µ
=

ρ
=

p

p 0

p

p 00
p
p

ln
RT

p
dpRTdp

P ,                          (2.43)

ãäå p0 � äàâëåíèå ãàçà â íåêîòîðîé òî÷êå íà îñè áàðàáàíà. Òîãäà èç óñëîâèÿ
ðàâíîâåñèÿ (2.30) íàõîäèì

)r
2
1

gx(
RT

0

22

ep)r,x(p
ω+−

µ

= .                                 (2.44)

Êàê âèäíî èç (2.44), ïîâåðõíîñòÿìè ðàâíîãî äàâëåíèÿ áóäóò ïàðàáîëîèäû
âðàùåíèÿ, ïðè ýòîì p0 � ýòî äàâëåíèå íà åäèíñòâåííîì ïàðàáîëîèäå âðàùå-
íèÿ, äëÿ êîòîðîãî

0r
2
1

gx 22 =ω+− .                                       (2.45)
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Êîãäà áàðàáàí ñîâðåìåííîé öåíòðèôóãè áûñòðî âðàùàåòñÿ, ñîâåðøàÿ
~105 îáîðîòîâ â ìèíóòó, òî öåíòðîáåæíàÿ ñèëà ïðåâîñõîäèò ñèëó òÿæåñòè
òàêæå â íåñêîëüêî ñîò òûñÿ÷ ðàç, è

p r p e
r

RT( ) ( )≅ 0

2 2

2
µω

.                                                   (2.46)
Ñìåñü íà ïåðèôåðèè áóäåò îáîãàùàòüñÿ òÿæåëîé êîìïîíåíòîé, òàê êàê
ïëîòíîñòü ρ ïðîïîðöèîíàëüíà äàâëåíèþ. Îäíàêî, ïðè ìàëîé ìîëÿðíîé
ìàññå ðàçäåëåíèå ãàçîâ ïîñðåäñòâîì öåíòðèôóãèðîâàíèÿ íå áóäåò ýôôåê-
òèâíûì. Íà ïðàêòèêå öåíòðèôóãè ïðèìåíÿþò äëÿ ðàçäåëåíèÿ ãàçîîáðàç-
íûõ ñîåäèíåíèé èçîòîïîâ óðàíà, òÿæåëûõ ìîëåêóë (íàïðèìåð, áåëêîâûõ
ìîëåêóë, µ ~ 104 ã/ìîëü) è äðóãèõ îáúåêòîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ïðåäìåòîì èçó-
÷åíèÿ áèîëîãèè è õèìèè.

Òîðíàäî.
Âðàùåíèå àòìîñôåðû èìååò ìåñòî è â åñòåñòâåííûõ óñëîâèÿõ. Íàèáî-

ëåå âïå÷àòëÿþùèì ïðèìåðîì òàêîãî äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òîðíàäî. Òîðíàäî ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé áëèçêèé ê âåðòèêàëè âèõðü, â êîòîðîì âîçäóõ, âðàùàÿñü,
îäíîâðåìåííî äâèæåòñÿ ê îñè âèõðÿ è ââåðõ âäîëü íåå. Âáëèçè îò âèõðÿ (â
ÿäðå) äàâëåíèå ñèëüíî ïîíèæåíî; ýòî çàñòàâëÿåò âîçäóõ â ñëîå âûñîòîé íå-
ñêîëüêî äåñÿòêîâ ìåòðîâ âáëèçè ïîâåðõíîñòè Çåìëè óñòðåìëÿòüñÿ â íèæíþþ
÷àñòü âèõðÿ. Äîñòèãíóâ åãî êðàÿ, âîçäóõ íà÷èíàåò ïîäíèìàòüñÿ ââåðõ ïî ñïè-
ðàëè, ïîêà â âåðõíåé ÷àñòè òîðíàäî íå ñëèâàåòñÿ ñ âîçäóøíûìè ïîòîêàìè.

Ïî ñâîåé ïðèðîäå òîðíàäî � ýòî ïðîäóêò âçàèìîäåéñòâèÿ ñèëüíîé
ãðîçû ñ âåòðîì â òðîïîñôåðå. Â ïðîöåññå îáðàçîâàíèÿ òîðíàäî ÷àñòü ãðîìàä-
íîé ýíåðãèè ãðîçîâîãî îáëàêà êîíöåíòðèðóåòñÿ â îáúåìå âîçäóõà äèàìåò-
ðîì íå áîëåå íåñêîëüêèõ ñîòåí ìåòðîâ. Ñèëüíàÿ ãðîçà îáåñïå÷èâàåò âåðòè-
êàëüíûé ïîäñîñ âîçäóõà. Â ñàìîì äåëå, òåïëûå ìàññû âîçäóõà ïîä äåéñòâèåì
àðõèìåäîâîé ñèëû ìîãóò âñïëûâàòü ââåðõ. Îäíàêî ïðè âñïëûòèè èç-çà ïàäå-
íèÿ äàâëåíèÿ äâèæóùèåñÿ ââåðõ ìàññû áóäóò ðàñøèðÿòüñÿ è îõëàæäàòüñÿ. Â
òðîïîñôåðå òåìïåðàòóðà ìîæåò óìåíüøàòüñÿ ñ âûñîòîé áûñòðåå, ÷åì îõ-
ëàæäàåòñÿ ïîäíèìàþùèéñÿ îáúåì âîçäóõà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî àòìîñôåðà áó-
äåò íåóñòîé÷èâà, è â íåé èìååò ìåñòî ñâîáîäíàÿ âåðòèêàëüíàÿ êîíâåêöèÿ.

Ðèñ. 2.18

à á

Âåòåð ñ âîçðàñòàþùåé ñ âûñîòîé ñêîðîñòüþ

Âèõðåâàÿ
òðóáêà

Ñïèðàëüíîå
âîñõîäÿùåå
äâèæåíèå Âîñõîäÿùèé

ïîòîê
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Ïîñëåäíÿÿ óñèëèâàåòñÿ â ãðîçîâóþ ïîãîäó ïðè âîçðàñòàíèè âåðòèêàëüíîãî
ïåðåïàäà òåìïåðàòóð. Îäíàêî, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîäíèìàþùèéñÿ âîçäóõ íà-
÷àë âðàùàòüñÿ, íåîáõîäèì áîêîâîé âåòåð ñ âîçðàñòàþùåé ñ âûñîòîé ñêîðî-
ñòüþ. Âåðòèêàëüíûé ãðàäèåíò ñêîðîñòè âåòðà ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé âðàùåíèÿ
âîçäóõà âîêðóã ãîðèçîíòàëüíîé îñè (ðèñ. 2.18à), à íàëè÷èå âåðòèêàëüíîãî
äâèæåíèÿ âîçäóõà ïðèâîäèò ê åãî ñïèðàëüíîìó äâèæåíèþ (ðèñ. 2.18á).

Ñîãëàñíî ñîâðåìåííûì ïðåäñòàâëåíèÿì, îáðàçîâàíèå òîðíàäî ïðîèñ-
õîäèò â äâå ñòóïåíè. Âíà÷àëå íà÷èíàåò çàêðó÷èâàòüñÿ âåñü ñòîëá âîñõîäÿùåãî
âîçäóõà äèàìåòðîì îêîëî 10�20 êì, íàçûâàåìûé ìåçîöèêëîíîì. Ìåçîöèêëîí
ñ ïîíèæåííûì äàâëåíèåì íà åãî îñè ïîäîáåí ðóêàâó ïûëåñîñà (ðèñ. 2.19). Âîç-
äóõ â ïðèçåìíîì ñëîå íà÷èíàåò çàñàñûâàòüñÿ â ýòîò ìåçîöèêëîí, ïðè ýòîì åãî
ñêîðîñòü ïîä âðàùàþùèìñÿ ñòîëáîì äîñòèãàåò 100�120 êì/÷.

Íà âòîðîé ñòàäèè ïî ïðè÷èíàì, êîòîðûå åùå íå ïîíÿòû, âíóòðè ìå-
çîöèêëîíà, áëèæå ê åãî ïåðèôåðèè, îáðàçóåòñÿ îáëàñòü ñ äèàìåòðîì íå áî-
ëåå îäíîãî êèëîìåòðà, â êîòîðîé íà âûñîòàõ ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ êèëîìåòðîâ
ïðîèñõîäèò óñèëåíèå âðàùåíèÿ (ðèñ. 2.19). Çàòåì ýòî áûñòðîå âðàùåíèå ïåðå-
äàåòñÿ âíèç, âèõðåâàÿ òðóáêà
âûòÿãèâàåòñÿ ïî÷òè äî Çåì-
ëè, «ïîâèñàÿ» ëèøü â íå-
ñêîëüêèõ äåñÿòêàõ ìåòðîâ íàä
íåé. Ýòî è åñòü òîðíàäî. Âåð-
òèêàëüíàÿ ñêîðîñòü âîçäóõà íà
îñè òîðíàäî ìîæåò äîñòèãàòü
âåëè÷èíû 300 êì/÷. Èç-çà âçà-
èìîäåéñòâèÿ ñèëüíîãî âåòðà
ñ ïîâåðõíîñòüþ Çåìëè òîðíà-
äî ÷àñòî ðåâóò, êàê ðåàêòèâ-
íûé äâèãàòåëü. Íà ïðîòÿæå-
íèè êîðîòêîé, íå áîëåå íå-
ñêîëüêèõ ÷àñîâ, æèçíè òîð-
íàäî îáëàäàåò îãðîìíîé ðàç-
ðóøèòåëüíîé ñèëîé, ñìåòàÿ
âñå íà ñâîåì ïóòè.

Òîðíàäî çàðåãèñòðèðîâàíû âî ìíîãèõ ðàéîíàõ ìèðà, îäíàêî èçëþá-
ëåííîå ìåñòî èõ îáèòàíèÿ � ýòî öåíòðàëüíûå è þãî-âîñòî÷íûå îáëàñòè ÑØÀ,
à òàêæå Àâñòðàëèÿ. Â ýòèõ ðàéîíàõ âåñíîé è íåñêîëüêî ðåæå îñåíüþ ñîçäàþòñÿ
âñå óñëîâèÿ äëÿ âîçíèêíîâåíèÿ ñèëüíåéøèõ ãðîç, ïîðîæäàþùèõ òîðíàäî. Ê
ýòèì óñëîâèÿì îòíîñÿòñÿ êðàéíå íåóñòîé÷èâîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû è
âëàæíîñòè â àòìîñôåðå, ðåçêèå õîëîäíûå àòìîñôåðíûå ôðîíòû, îáåñïå÷è-
âàþùèå ýôôåêòèâíûé ïîäúåì âîçäóõà, è âûñîòíûå âåòðû, ñïîñîáñòâóþùèå
îáðàçîâàíèþ ìåçîöèêëîíîâ.

Ðèñ. 2.19
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ËÅÊÖÈß 3

Ñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå æèäêîñòè. Óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè. Óðàâíåíèå
Áåðíóëëè è åãî ñëåäñòâèÿ. Ïîíÿòèå î äèâåðãåíöèè âåêòîðà. Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà.
Òå÷åíèå ñæèìàåìûõ ãàçîâ. Ðàñïðîñòðàíåíèå âîçìóùåíèé. Ñêîðîñòü çâóêà. Ñâåðõ-
çâóêîâûå ïîòîêè.

Ñòàöèîíàðíîå îäíîìåðíîå òå÷åíèå íåñæèìàåìîé æèäêîñòè.
Ðàâíîâåñèå æèäêîñòåé è îñîáåííî ãàçîâ, ðàññìîòðåííîå â ïðåäûäó-

ùåé ëåêöèè, ðåàëèçóåòñÿ äàëåêî íå âñåãäà. Îáû÷íî æèäêîñòü ïðè âíåøíåì
âîçäåéñòâèè ïðèõîäèò â äâèæåíèå, ïðè ýòîì äàâëåíèå â æèäêîñòè è ñêîðîñòü
åå ÷àñòèö, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîãóò ñëîæíûì îáðàçîì ìåíÿòüñÿ îò òî÷êè ê òî÷êå.

Ïîÿñíèì ñêàçàííîå ïðèìåðîì. Ïîäêëþ÷èì ãîðèçîíòàëüíóþ ñòåêëÿí-
íóþ òðóáêó ïåðåìåííîãî ñå÷åíèÿ ïðè ïîìîùè ðåçèíîâîãî øëàíãà ê âîäî-

ïðîâîäíîìó êðàíó (ðèñ. 3.1).
Åñëè íàïîð âîäû îñòàåòñÿ
ïîñòîÿííûì, òî òå÷åíèå
âîäû ìîæíî ñ÷èòàòü óñòà-
íîâèâøèìñÿ (èëè ñòàöèî-
íàðíûì). Â ýòîì ñëó÷àå ìàñ-
ñà âîäû m, ïðîòåêàþùàÿ â
åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç ñå-
÷åíèÿ ñ ïëîùàäÿìè S1 è S2,
áóäåò îäèíàêîâîé, ïîýòî-
ìó èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

m v S v S= =ρ ρ1 1 1 2 2 2 ,                                       (3.1)
ãäå ρ1, ρ2 è v1, v2 � ïëîòíîñòè è ñêîðîñòè æèäêîñòè â ýòèõ ñå÷åíèÿõ. Åñëè
æèäêîñòü íåñæèìàåìà (ρ1 = ρ2), òî óñëîâèå (3.1) ïåðåõîäèò â óñëîâèå ïîñòî-
ÿíñòâà îáúåìà æèäêîñòè (óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè), ïðîòåêàþùåãî ÷åðåç ñå-
÷åíèÿ S1 è S2:

V v S v S= =1 1 2 2 .                                             (3.2)
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî óñëîâèÿ ïîñòîÿíñòâà ìàññû (3.1) è íåñæèìàå-

ìîñòè æèäêîñòè (3.2) çàïèñàíû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ñêîðîñòè âñåõ ÷àñòèö æèä-
êîñòè â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè òðóáêè îäèíàêîâû.

Äëÿ ãðàôè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ òå÷åíèÿ æèäêîñòè óäîáíî èñïîëüçî-
âàòü ëèíèè òîêà � ëèíèè, êàñàòåëüíàÿ ê êîòîðûì â êàæäîé òî÷êå ñîâïàäàåò ñ
âåêòîðîì ñêîðîñòè ÷àñòèöû (ðèñ. 3.2). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ñå÷åíèè S ñêîðîñòè
÷àñòèö ðàçëè÷íû, è îáúåì ïðîòåêàþùåé æèäêîñòè ÷åðåç ýòî ñå÷åíèå íå ìîæåò
áûòü çàïèñàí â âèäå (3.2).

Äàëåå îòìåòèì,
÷òî ïî ìåðå ïðèáëèæå-
íèÿ ê ìàëîìó ñå÷åíèþ
S2 ÷àñòèöà, äåôîðìè-
ðóÿñü, óñêîðÿåòñÿ (â
ñèëó 3.2), à ïðè óäàëå-
íèè îò S2 � çàìåäëÿåò-
ñÿ. Ýòè óñêîðåíèÿ ìî-

Ðèñ. 3.1

Ðèñ. 3.2

s

S
s

s

h

h

h

1
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s s
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ãóò îáåñïå÷èòü ñèëû äàâëåíèÿ f ni = −pi , ïîêàçàííûå íà ðèñ. 3.2 ìàëåíüêèìè
ñòðåëêàìè. Èç ðèñóíêà ÿñíî, ÷òî ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê S2 äàâëåíèå â æèä-
êîñòè ïàäàåò, à çàòåì âîçðàñòàåò.
Ýòî ëåãêî ïðîâåðèòü, åñëè ñðàâíèòü
óðîâíè h1 è h2 æèäêîñòè â ìàíî-
ìåòðè÷åñêèõ ñòåêëÿííûõ òðóáêàõ,
âïàÿííûõ â ãîðèçîíòàëüíóþ òðóá-
êó âáëèçè ñå÷åíèé S1 è S2. Ïîñêîëü-

êó p gh1 1= ρ , p gh2 2= ρ , òî p1>p2,
òàê êàê h1>h2. Íà ðèñ. 3.3 èçîáðàæå-
íî ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé è äàâ-
ëåíèé âäîëü îñè òðóáêè (ñì. ðèñ. 3.2).

Äëÿ êîëè÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ òå÷åíèÿ æèäêîñòè ðàçîáüåì ïîòîê æèä-
êîñòè ïî òðóáå íà ýëåìåíòàðíûå òðóáêè òîêà, îáðàçóåìûå ñåìåéñòâîì ëèíèé
òîêà. Â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè ýëåìåíòàðíîé òðóáêè òîêà ñêîðîñòü ÷àñòèö ïðè-
áëèçèòåëüíî îäèíàêîâà, è ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ñóùåñòâåííî îáëåã÷àåò àíàëèç
òå÷åíèÿ æèäêîñòè.

Íàéäåì ñâÿçü ìåæäó ñêîðîñòüþ è äàâëåíèåì, êà÷åñòâåííî îòîáðàæåí-
íóþ íà ðèñ. 3.3. Ïðè äâèæåíèè ÷àñòèö âîäû âäîëü îñåâîé òðóáêè ñóììà ñèë,
ïðèëîæåííûõ ê åäèíèöå îáúåìà (ñì. (2.5)), îáåñïå÷èâàåò åãî óñêîðåíèå. Â ñîîò-
âåòñòâèè ñî 2-ì çàêîíîì Íüþòîíà ìîæíî çàïèñàòü

ρ ∂
∂

dv

dt
p
x

Fx
x= − + ,                                      (3.3)

ãäå Fx � ïëîòíîñòü ñèëû, èìåþùàÿ ðàçìåðíîñòü Í/ì3.
Îòìåòèì, ÷òî â óðàâíåíèå (3.3) íå âõîäÿò ñèëû âÿçêîãî òðåíèÿ, çàâè-

ñÿùèå îò ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ýëåìåíòà æèäêîñòè. Âïîñëåäñòâèè ìû ó÷òåì èõ
âëèÿíèå è âûÿñíèì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ èìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Èçìåíå-
íèå ñêîðîñòè ÷àñòèöû dvx è ñâÿçàííîå ñ íèì óñêîðåíèå ìîæåò ïðîèñõîäèòü è
ïðè ñòàöèîíàðíîì äâèæåíèè ÷àñòèöû îò øèðîêîãî ñå÷åíèÿ ê óçêîìó (èëè
íàîáîðîò), è ïðè íåñòàöèîíàðíîì èçìåíåíèè ñêîðîñòè òå÷åíèÿ (íàïðèìåð,
ïðè ìåäëåííîì óâåëè÷åíèè èëè îñëàáëåíèè íàïîðà âîäû). Ïîýòîìó â îáùåì
ñëó÷àå ñêîðîñòü ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé íå òîëüêî êîîðäèíàòû x, íî è
âðåìåíè t:

dv
v

t
dt

v

x
dxx

x x= +
∂
∂

∂
∂

,                                     (3.4)

ãäå dx = vxdt � ðàññòîÿíèå, ïðîéäåííîå ÷àñòèöåé çà âðåìÿ dt. Ïîäñòàâëÿÿ
(3.4) â (3.3), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Ýéëåðà

ρ
∂
∂

∂
∂

∂
∂

v

t
v

v

x
p
x

Fx
x

x
x+







= − + ,                            (3.5)

îïèñûâàþùåå îäíîìåðíîå òå÷åíèå íåñæèìàåìîé íåâÿçêîé æèäêîñòè. Ïðè ñòà-
öèîíàðíîì òå÷åíèè æèäêîñòè ïî ãîðèçîíòàëüíîé òðóáå ñêîðîñòü íå çàâèñèò îò

âðåìåíè 
∂
∂
v

t
x =







0 , âíåøíèå ñèëû îòñóòñòâóþò (Fx=0). �Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíå-

íèå Ýéëåðà ïðèíèìàåò ïðîñòîé âèä

Ðèñ. 3.3

S

p

v

S

p

v

x
1

1

1

2

2

2
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ρv
dv

dx
dp
dxx

x = − .                                             (3.6)

Çäåñü âìåñòî ∂ ∂/ x  èñïîëüçóåòñÿ ñèìâîë ïîëíîé ïðîèçâîäíîé d/dx.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî v
dv

dx
d
dx

v
x

x x=










2

2
, ρ = const, ïåðåïèøåì (3.6) â âèäå

d
dx

v
pxρ 2

2
0+









 = ,  èëè  

ρv
p constx

2

2
+ = .                 (3.7)

Ðàâåíñòâî (3.7), óñòàíàâëèâàþùåå ñâÿçü ìåæäó äàâëåíèåì è ñêîðîñòüþ, ÿâëÿ-
åòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè. Êîíñòàíòà, âõîäÿùàÿ â ýòî óðàâ-
íåíèå, îïðåäåëÿåòñÿ èç çíà÷åíèé äàâëåíèÿ è ñêîðîñòè â êàêîì-ëèáî ñå÷åíèè
òðóáêè òîêà.

Èñïîëüçóÿ ýòî óðàâíåíèå, îïðåäåëèì ìàññó âîäû (ðàñõîä), ïðîõîäÿ-
ùóþ çà åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç ñå÷åíèå òðóáêè, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 3.2. Â
ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì (3.7) äàâëåíèÿ è ñêîðîñòè â ñå÷åíèÿõ S1 è S2

ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

2
v

p
2
v

p
2
2

2

2
1

1
ρ

+=
ρ

+ .                                         (3.8)

Èñêîìûé ðàñõîä âîäû îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (3.1):

m v S v S= =ρ ρ1 1 2 2 .                                         (3.9)

Ïîñêîëüêó äàâëåíèÿ p gh1 1= ρ  è p gh2 2= ρ  îïðåäåëÿþòñÿ ïî ïîêàçàíèÿì h1 è
h2 ìàíîìåòðè÷åñêèõ òðóáîê, òî ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.8) è (3.9) îòíî-
ñèòåëüíî m, íàõîäèì

m
p p

S S
= −

−− −
2 1 2

2
2

1
2

ρ( )
.                                          (3.10)

Äëÿ èçìåðåíèÿ ðàñõîäà âîäû íà ïðàêòèêå ïðèìåíÿþòñÿ âîäîìåðû,
îñíîâó êîòîðûõ ñîñòàâëÿåò òðóáà ïåðåìåííîãî ñå÷åíèÿ, îñíàùåííàÿ ìàíî-
ìåòðàìè äëÿ èçìåðåíèÿ äàâëåíèé p1 è p2 â ñå÷åíèÿõ S1 è S2.

Òå÷åíèå æèäêîñòè â ïîëå ñèëû òÿæåñòè. Óðàâíåíèå Áåðíóëëè.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î òå÷åíèè æèäêîñòè âäîëü ïðîèçâîëüíûõ òðóáîê òîêà,

êîòîðûå ìîãóò ñîñòàâëÿòü íåêîòîðûé ïåðåìåííûé óãîë ñ ãîðèçîíòîì. Îäíà èç
òàêèõ êðèâîëèíåéíûõ òðóáîê ïîêàçàíà íà ðèñ. 3.4. Åñëè ââåñòè êðèâîëèíåéíóþ
êîîðäèíàòó l , ñîâïàäàþùóþ ñ îñüþ òðóáêè òîêà, òî ïðè ñòàöèîíàðíîì òå÷å-
íèè ñêîðîñòü è äàâëåíèå æèäêîñòè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ýòîé êîîðäèíàòû.
Ïðîåêòèðóÿ ñèëó òÿæåñòè íà îñü l , çàïèøåì óðàâíåíèå Ýéëåðà (3.5) â âèäå:

ρ ρ αv
dv
d

dp
d

g
l l

= − + cos .                                     (3.11)

Çäåñü v � ñêîðîñòü ÷àñòèö íà îñè òðóáêè.
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Åñëè ýëåìåíò æèäêîñòè ñìåñòèë-

ñÿ âíèç íà ðàññòîÿíèå dl , òî îí îïóñ-
òèëñÿ íà âûñîòó dh < 0, ïðè ýòîì

cosα = −
dh
dl

. Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèå cosα

â (3.11) è èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî

2v
d
d

2
1

d
dv

v
ll

= , íàõîäèì

ρ ρ
d
d

v dp
d

g
dh
dl l l

2

2
0+ + = .     (3.12)

Äëÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ρ = const ,
è ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî òðàíñôîðìèðó-
åòñÿ ê âèäó

d
d

v
p gh

l

ρ
ρ

2

2
0+ +









 = .                                   (3.13)

Èíòåãðèðóÿ (3.13) âäîëü òðóáêè òîêà, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Áåðíóëëè

ρ
ρ

v
p gh const

2

2
+ + = .                                  (3.14)

Ýòî óðàâíåíèå îïèñûâàåò ñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå íåñæèìàåìîé æèä-
êîñòè (èíîãäà óïîòðåáëÿþò òåðìèí «èäåàëüíàÿ æèäêîñòü») è èãðàåò ôóíäà-
ìåíòàëüíóþ ðîëü â ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ. Åñëè íàì èçâåñòíû
äàâëåíèå p1 è ñêîðîñòü v1 â íåêîòîðîì ñå÷åíèè òðóáêè òîêà, íàõîäÿùåìñÿ íà
âûñîòå h1, òî â ëþáîì äðóãîì ñå÷åíèè íà âûñîòå h âåëè÷èíû p è v ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèåì

p
v

gh p
v

gh+ + = + +
ρ

ρ
ρ

ρ
2

1
1
2

12 2
.                    (3.15)

Äàâëåíèå p � ýòî ñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå, èçìåðÿåìîå ìàíîìåòðîì,
òðóáêà êîòîðîãî îðèåíòèðîâàíà ïåðïåíäèêóëÿðíî ëèíèè òîêà, ëèáî äâèæó-

ùèìñÿ âìåñòå ñ æèäêîñòüþ. Âåëè÷èíà 
ρv2

2
íàçûâàåòñÿ äèíàìè÷åñêèì äàâëåíèåì,
ñìûñë êîòîðîãî áóäåò ðàñêðûò ïîçäíåå.
Çàìåòèì, ÷òî â ïîêîÿùåéñÿ æèäêîñòè ðà-
âåíñòâî (3.15) îïèñûâàåò ãèäðîñòàòè÷åñ-
êîå ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèé.

Óðàâíåíèå Áåðíóëëè ìîæåò áûòü
òàêæå ïîëó÷åíî íà îñíîâå áàëàíñà ýíåð-
ãèè. Â îòñóòñòâèå ñèë âÿçêîñòè ïðèðàùåíèå
ñóììàðíîé (ïîòåíöèàëüíîé è êèíåòè÷åñ-
êîé) ýíåðãèè ìàññû âîäû, íàõîäÿùåéñÿ
â òðóáêå òîêà ìåæäó ñå÷åíèÿìè S1 è S2

(ðèñ. 3.5), ðàâíî ðàáîòå ñèë äàâëåíèÿ. Èç

Ðèñ. 3.4

Ðèñ. 3.5

dl

α

dh

F g = ρ

v dt

v 

v 

S 

v dt

1

1

2

2

2

S 

h 

h 

1

1

2
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ðèñóíêà âèäíî, ÷òî çà âðåìÿ dt ýëåìåíò æèäêîñòè ìàññîé dm S v dt S v dt= =ρ ρ1 1 2 2

îïóñòèëñÿ ñ óðîâíÿ h1 íà óðîâåíü h2, à åãî ñêîðîñòü óâåëè÷èëàñü îò âåëè÷è-
íû v1 äî v2.

Ïðèðàùåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ðàâíî

( )dE dm
v v

S v S v dtÊ = −








 = −2

2
1
2

2 2
3

1 1
3

2 2
1
2

ρ .

Èçìåíåíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñîñòàâëÿåò

( )dE dm g h h g S v h S v h dtÏ = ⋅ − = −( )2 1 2 2 2 1 1 1ρ .

Ðàáîòà ñèë äàâëåíèÿ

dA p S v dt p S v dt= −1 1 1 2 2 2 .
Çàïèñûâàÿ óðàâíåíèå ýíåðãåòè÷åñêîãî áàëàíñà â âèäå

dE dE dAÊ Ï+ = ,
ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Áåðíóëëè:

p
v

gh p
v

gh1
1
2

1 2
2
2

22 2
+ + = + +

ρ
ρ

ρ
ρ .                            (3.16)

Âûâîä óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè íà îñíîâå ýíåðãåòè÷åñêîãî áàëàíñà äåëàåò
áîëåå ïîíÿòíûì ôèçè÷åñêèé ñìûñë âõîäÿùèõ â íåãî ÷ëåíîâ. Òàê, ñòàòè÷åñ-
êîå äàâëåíèå p ÷èñëåííî ðàâíî ðàáîòå ñèë äàâëåíèÿ, ñîâåðøàåìûõ íàä åäè-

íè÷íûì îáúåìîì æèäêîñòè; äèíàìè÷åñêîå äàâëåíèå 
ρv2

2
 åñòü êèíåòè÷åñêàÿ

ýíåðãèÿ ýòîãî åäèíè÷íîãî îáúåìà, à âåëè÷èíà ρgh  ÿâëÿåòñÿ åãî ïîòåíöèàëü-
íîé ýíåðãèåé â ïîëå ñèëû òÿæåñòè.

Ïðèìåíèì óðàâíåíèå Áåðíóëëè ê ðàñ÷åòó òå÷åíèÿ æèäêîñòè â ðÿäå
èíòåðåñíûõ ôèçè÷åñêèõ çàäà÷.

Âûòåêàíèå æèäêîñòè ÷åðåç îòâåðñòèå â ñîñóäå.
Ïóñòü æèäêîñòü, çàïîëíÿþùàÿ ñîñóä, ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè

âûòåêàåò èç íåãî ÷åðåç îòâåðñòèå â áîêîâîé ñòåíêå, ðàñïîëîæåííîå âáëèçè
äíà ñîñóäà (ðèñ. 3.6). Â îò-
âåðñòèå âñòàâëåíà ãîðè-
çîíòàëüíàÿ òðóáêà ñ çàê-
ðóãëåííîé âíóòðåííåé
êðîìêîé, íàïðàâëÿþ-
ùàÿ âûòåêàþùóþ ñòðóþ
âîäû. Çàêðóãëåíèå êðîì-
êè îáåñïå÷èâàåò ïîëíîå
çàïîëíåíèå òðóáêè âû-
òåêàþùåé æèäêîñòüþ.

Ðàçîáüåì òåêó-
ùóþ æèäêîñòü íà òðóá-
êè òîêà. Îäíà èç òàêèõ
òðóáîê èçîáðàæåíà íà
ðèñóíêå 3.6. Õîòÿ ìû è

Ðèñ. 3.6

H

h

p

p

S

S
0

v 

v 

0

0

0

0
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íå çíàåì, êàê âûãëÿäÿò ýòè òðóáêè, îäíàêî âñå îíè íà÷èíàþòñÿ íà ñâîáîä-
íîé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè è çàêàí÷èâàþòñÿ íà âûõîäíîì òîðöå ñëèâíîé òðóá-
êè. Åñëè ïëîùàäü îòâåðñòèÿ òðóáêè S çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ïëîùàäè ñâîáîä-
íîé ïîâåðõíîñòè S0, òî ïðè èñòå÷åíèè æèäêîñòè åå ïîâåðõíîñòü áóäåò îñòà-
âàòüñÿ ãîðèçîíòàëüíîé è îïóñêàòüñÿ ñ íåêîòîðîé ìàëîé ñêîðîñòüþ v0. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî êîíñòàíòà, âõîäÿùàÿ â óðàâíåíèå Áåðíóëëè (3.14), áóäåò îäè-
íàêîâà äëÿ âñåõ òðóáîê òîêà:

const
v

p gH= + +
ρ

ρ0
2

02
.

Çäåñü H � âûñîòà ñòîëáà æèäêîñòè íàä ñëèâíîé òðóáêîé. Ïîýòîìó ñêîðîñòü
èñòå÷åíèÿ æèäêîñòè v îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

ρ ρ
ρ

v
p

v
p gH

2

0
0
2

02 2
+ = + + ,                              (3.17)

ãäå p0 � àòìîñôåðíîå äàâëåíèå íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè è ó ñëèâíîé òðóáêè.
Ïîñêîëüêó S << S0, òî èç óñëîâèÿ íåñæèìàåìîñòè (3.2) ñëåäóåò, ÷òî v0 << v. Ñ
ó÷åòîì ýòîãî ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ ïîëó÷àåòñÿ ðàâíîé

v gH= 2 .                                                 (3.18)

Ýòà ôîðìóëà íîñèò íàçâàíèå ôîðìóëû Òîððè÷åëëè. Ñðàçó áðîñàåòñÿ â
ãëàçà, ÷òî ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ æèäêîñòè èç ñîñóäà òàêàÿ æå, êàê è ïðè åå
ñâîáîäíîì ïàäåíèè ñ âûñîòû H. Â ýòîì íåò íè÷åãî óäèâèòåëüíîãî, ïîñêîëüêó
âÿçêîñòüþ ìû ïðåíåáðåãëè, à ðàáîòà ñèë àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ íàä òðóá-
êîé òîêà ðàâíà íóëþ. Ïîýòîìó, êàê è ïðè ñâîáîäíîì ïàäåíèè òåë â îòñóò-
ñòâèå ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà, ïðèðàùåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ðàâíî ðà-
áîòå ñèëû òÿæåñòè:

           
ρ

ρ
v

gH
2

2
= .

Ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû Òîð-
ðè÷åëëè ìîæíî ëåãêî ïðîâåðèòü, åñëè
íà âûõîäíóþ òðóáêó íàäåòü êóñîê ãèá-
êîãî øëàíãà è âûòåêàþùóþ ñòðóþ âîäû
íàïðàâèòü ââåðõ ïîä íåáîëüøèì óãëîì
ê âåðòèêàëè (ðèñ. 3.7). Ñòðóÿ ïîäíèìåò-
ñÿ ïðàêòè÷åñêè äî óðîâíÿ ïîâåðõíîñòè
æèäêîñòè. Åñëè æå ñòðóþ æèäêîñòè íà-
ïðàâèòü âåðòèêàëüíî ââåðõ, òî ïàäàþ-
ùèå âíèç ÷àñòèöû áóäóò òîðìîçèòü ïîä-
íèìàþùèåñÿ, è ñòðóÿ íå ñìîæåò ïîä-
íÿòüñÿ íà âûñîòó H.

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî òðóá-
êè òîêà æèäêîñòè ðàñïîëîæåíû ïðåèìó-
ùåñòâåííî áëèæå ê ñòåíêå ñîñóäà ñ îò-
âåðñòèåì, â òî âðåìÿ êàê ó ïðîòèâîïî-
ëîæíîé (ëåâîé íà ðèñ. 3.8) ñòåíêè æèä-
êîñòü ïðàêòè÷åñêè ìàëîïîäâèæíà. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî íà ëåâóþ ñòåíêó äåéñòâó-
þò ñèëû äàâëåíèÿ, êîòîðûå ëåãêî

Ðèñ. 3.7

Ðèñ. 3.8

F
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ïîäñ÷èòàòü, èñïîëüçóÿ ëèíåéíûé çàêîí íàðàñòàíèÿ ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâ-
ëåíèÿ ñ ãëóáèíîé. Ðàñ÷åò æå ñèë äàâëåíèÿ, äåéñòâóþùèõ íà ïðàâóþ ñòåí-
êó, òðåáóåò ó÷åòà äâèæåíèÿ æèäêîñòè. Îäíàêî è áåç òàêîãî ðàñ÷åòà ÿñíî,
÷òî â òðóáêå òîêà, ïðèìûêàþùåé ê ïðàâîé ñòåíêå, äàâëåíèå íà êàæäîì
óðîâíå áóäåò ìåíüøå ñîîòâåòñòâóþùåãî ýòîé ãëóáèíå ãèäðîñòàòè÷åñêîãî
äàâëåíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ñèë äàâëåíèÿ, äåéñòâóþ-
ùèõ íà îáå ñòåíêè, íàïðàâëåíà â ñòîðîíó, ïðîòèâîïîëîæíóþ íàïðàâëå-
íèþ èñòå÷åíèÿ æèäêîñòè. Ïîä äåéñòâèåì ýòîé ñèëû, íàçûâàåìîé òàêæå
ðåàêòèâíîé, ñîñóä, ïîñòàâëåííûé íà òåëåæêó ñ êîëåñàìè, ìîæåò ïðèâåñ-
òè ýòó òåëåæêó â äâèæåíèå. Âåëè÷èíó ýòîé ñèëû ëåãêî ïîäñ÷èòàòü, èñïîëü-
çóÿ ôîðìóëó Òîððè÷åëëè. Ïî 3-ìó çàêîíó Íüþòîíà èñêîìàÿ ðåàêòèâíàÿ
ñèëà ðàâíà ïî âåëè÷èíå ñèëå, ñ êîòîðîé ñòåíêè ñîñóäà äåéñòâóþò íà âîäó,
âûçûâàÿ èçìåíåíèå åå èìïóëüñà â íàïðàâëåíèè èñòå÷åíèÿ. Ïîñêîëüêó ìàñ-
ñà âîäû, âûòåêàþùåé â åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç îòâåðñòèå ñ ñå÷åíèåì S,
ðàâíà ρvS, òî èçìåíåíèå èìïóëüñà â åäèíèöó âðåìåíè ñîñòàâèò âåëè÷èíó
ρv2S. Ïîýòîìó ðåàêòèâíàÿ ñèëà

F v S gHS= =ρ ρ2 2 .                                      (3.19)

Îòìåòèì, ÷òî åñëè áû ìû îøèáî÷íî ïðèíÿëè, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå
äàâëåíèé ñ ãëóáèíîé ó ïðàâîé ñòåíêè òàêîå æå, êàê ó ëåâîé, òî ðåàêòèâíàÿ
ñèëà ïîëó÷èëàñü áû âäâîå ìåíüøåé:

′ = ⋅F gH Sρ ,                                          (3.20)

ãäå ρgH  � âåëè÷èíà ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ íà ãëóáèíå H, S � ïëîùàäü
îòâåðñòèÿ â ïðàâîé ñòåíêå.

Îäíàêî ìîæíî äîáèòüñÿ îäèíàêîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèé ó îáåèõ
ñòåíîê, åñëè êîíåö òðóáêè ñ îñòðîé êðîìêîé áóäåò îòñòîÿòü îò ïðàâîé ñòåíêè,

êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.9. Â ýòîì
ñëó÷àå ðåàêòèâíàÿ ñèëà îïðå-
äåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (3.20). Â
(3.19) âìåñòî ñå÷åíèÿ òðóá-
êè S íàäî ïîäñòàâèòü ñå÷åíèå
ñòðóè âîäû â òðóáêå Sâ = kS,
ãäå êîýôôèöèåíò èñòå÷åíèÿ
k ≈ 1/2. ßñíî, ÷òî ïðè òàêîì
èñòå÷åíèè òðóáêà áóäåò çà-
ïîëíåíà æèäêîñòüþ ïðèáëè-
çèòåëüíî íàïîëîâèíó.

Ðåàêòèâíóþ ñèëó ìîæ-
íî óâåëè÷èòü, åñëè ïîâûñèòü ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ æèäêîñòè. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò
èñïîëüçîâàòü çàìêíóòûé ñâåðõó ñîñóä, à íàä ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ æèäêî-
ñòè ñîçäàòü äàâëåíèå p1 > p0. Òîãäà ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ æèäêîñòè ïîëó÷àåòñÿ
ðàâíîé:

v gH
p p

= +
−






2 1 0

ρ ,                                     (3.21)

à ðåàêòèâíàÿ ñèëà âîçðàñòàåò ëèíåéíî ñ ïîâûøåíèåì èçáûòî÷íîãî äàâëåíèÿ

∆p p p= −1 0  íàä ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ æèäêîñòè.

Ðèñ. 3.9
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Ãèäðîðåçàíèå.
Åñëè ñîçäàòü î÷åíü âûñîêîå èçáûòî÷íîå äàâëåíèå, íàïðèìåð,

∆p ≈ 5000 àòì = 5⋅108 Í/ì2, òî ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ âîäû v = 1000 ì/ñ. Åñëè
òàêóþ ñòðóþ íàïðàâèòü íà êàêîé-ëèáî òâåðäûé ìàòåðèàë, òî åãî ïîâåðõíîñòü

áóäåò ïîäâåðæåíà ãèäðîäèíàìè÷åñêîìó äàâëåíèþ p
v

ä = =ρ 2

2
5000  àòì. Òàêîå

îãðîìíîå äàâëåíèå â ðÿäå ñëó÷àåâ ìîæåò ïðåâîñõîäèòü ïðåäåë ïðî÷íîñòè σì

íåêîòîðûõ ìàòåðèàëîâ, è ïîñëåäíèå áóäóò ðàçðóøàòüñÿ ïîä äåéñòâèåì ñòðóè.
Ñî âòîðîé ïîëîâèíû 80-õ ãîäîâ ïîëó÷èëî ðàçâèòèå íîâîå íàïðàâëåíèå â îáðà-
áîòêå ìàòåðèàëîâ � � ãèäðîðåçàíèå. Â ýòîé òåõíîëîãèè âîäÿíîé íîæ � âûñîêî-
ñêîðîñòíàÿ ñòðóÿ âîäû ñ äèàìåòðîì èãëû � ëåãêî ðåæåò ìàòåðèàëû òîëùèíîé
â íåñêîëüêî ñàíòèìåòðîâ ñî ñêîðîñòüþ ðåçàíèÿ íåñêîëüêî äåñÿòêîâ ñàíòèìåò-
ðîâ â ìèíóòó. Äëÿ ðåçêè ìåòàëëîâ, òâåðäûõ ñïëàâîâ, áåòîíà è äðóãèõ ìàòåðèà-
ëîâ â ñòðóþ äîáàâëÿþò àáðàçèâíûé ïîðîøîê. Ýòî ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî óâå-
ëè÷èòü ãèäðîäèíàìè÷åñêîå äàâëåíèå è ïîâûñèòü ïðîèçâîäèòåëüíîñòü è âîç-
ìîæíîñòè ãèäðîðåçàíèÿ.

Ñîñóä Ìàðèîòòà.
Âåñüìà ïîó÷èòåëüíûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ èñòå÷åíèå æèäêîñòè èç ñî-

ñóäà Ìàðèîòòà. Ýòîò ñîñóä ïîçâîëÿåò îáåñïå÷èòü ïîñòîÿííóþ ñêîðîñòü âûòå-
êàíèÿ æèäêîñòè èç ñîñóäà, íåñìîò-
ðÿ íà ïîíèæåíèå åå óðîâíÿ. Äëÿ ýòî-
ãî â ñîñóä ÷åðåç ãåðìåòè÷íóþ ïðîá-
êó â åãî ãîðëîâèíå ââîäèòñÿ òðóáî÷-
êà, ñîîáùàþùàÿñÿ ñ àòìîñôåðîé
(ðèñ. 3.10). Ñêîðîñòü âûòåêàíèÿ îï-
ðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå Òîððè÷åëëè

v gh= 2 , ãäå h � âûñîòà íèæíåãî

êîíöà òðóáêè íàä îòâåðñòèåì. Ýòî
ïðîèñõîäèò ïîòîìó, ÷òî ïðè âûòå-
êàíèè æèäêîñòè èç ïîëíîñòüþ çàïîë-
íåííîãî ñîñóäà äàâëåíèå ïîä ïðîáêîé
áóäåò ìåíüøå àòìîñôåðíîãî, âîçäóõ
áóäåò çàñàñûâàòüñÿ â ñîñóä ÷åðåç òðóá-
êó, à äàâëåíèå â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñ-
êîñòè, ñîâïàäàþùåé ñ íèæíèì êîí-
öîì òðóáêè, áóäåò ðàâíî àòìîñôåðíî-
ìó. Ñêîðîñòü âûòåêàíèÿ ëåãêî ðåãóëè-
ðóåòñÿ âåðòèêàëüíûì ïåðåìåùåíèåì
òðóáêè. Åñëè êîíåö òðóáêè íàõîäèòñÿ
íà óðîâíå h = 0 èëè íèæå îòâåðñòèÿ,
òî æèäêîñòü íå âûòåêàåò âîâñå.

Óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè äâèæóùåéñÿ æèäêîñòè.
Ðàâåíñòâî (3.2), ÿâëÿþùååñÿ óñëîâèåì íåñæèìàåìîñòè, ñâÿçûâàåò ñêî-

ðîñòè äâèæóùåéñÿ æèäêîñòè â äâóõ ðàçëè÷íûõ ñå÷åíèÿõ. Ìåæäó òåì, êàê íà
ýòî íåîäíîêðàòíî îáðàùàëîñü âíèìàíèå â ïðåäûäóùèõ ëåêöèÿõ, â ôèçèêå

Ðèñ. 3.10

h
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âàæíî îïåðèðîâàòü ñ ðàâåíñòâàìè èëè óðàâíåíèÿìè, îòíåñåííûìè ê îäíîé
òî÷êå ïðîñòðàíñòâà.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì äåôîðìàöèþ äâèæóùåãîñÿ êóáè÷åñêîãî ýëåìåí-

òà æèäêîñòè. Åñëè åãî îáúåì ÷åðåç ìàëûé îòðåçîê âðåìåíè δt  íå èçìåíÿåòñÿ,
òî ñóììà äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ òåíçîðà äåôîðìàöèè ðàâíà íóëþ, ò.å.

∂
∂

∂
∂

∂
∂

u
x

u

y
u
z

x y z+ + = 0          .

Çäåñü ux, uy è uz � ñìåùåíèÿ ãðàíåé êóáèêà â íàïðàâëåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ
îñåé êîîðäèíàò. Îäíàêî ýòè ñìåùåíèÿ ñâÿçàíû ñî ñêîðîñòÿìè äâèæåíèÿ ãðà-
íåé (à òî÷íåå, ÷àñòèö æèäêîñòè, íàõîäÿùèõñÿ â äàííûé ìîìåíò íà ýòèõ
ãðàíÿõ):

u v tx x= δ ,    u v ty y= δ ,    u v tz z= δ .

Èñïîëüçóÿ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì ëîêàëüíîå (îòíîñÿùååñÿ ê îäíîé òî÷êå
ïðîñòðàíñòâà) óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè â âèäå

∂
∂

∂
∂

∂
∂

v
x

v

y
v
z

x y z+ + = 0 .                                 (3.22)

Â ôèçèêå äëÿ îïèñàíèÿ âåêòîðíûõ ïîëåé, à â íàøåì ñëó÷àå ðå÷ü èäåò
î âåêòîðíîì ïîëå ñêîðîñòåé v = v(x,y,z,t), èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå äèâåðãåí-
öèè (èñòîêà) ïîëÿ â äàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà. Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîð-

äèíàò âûðàæåíèå äëÿ div v  èìååò âèä:

div 
v

x

v

y

v

z
x y zv = + +

∂
∂

∂
∂

∂
∂ .    (3.23)

Äèâåðãåíöèÿ âåêòîðà ÿâëÿåòñÿ ñêà-
ëÿðíîé ôóíêöèåé êîîðäèíàò è âðå-
ìåíè è ëåãêî ðàññ÷èòûâàåòñÿ, åñëè
èçâåñòíû êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî
ïîëÿ (â íàøåì ñëó÷àå vx, vy è vz). Ïî-
ýòîìó óñëîâèå (3.22) ïîñòîÿíñòâà
îáúåìà íåñæèìàåìîé æèäêîñòè çàïè-
ñûâàåòñÿ êðàòêî:

div v = 0.               (3.24)
Óðàâíåíèå (3.24) ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç
îñíîâíûõ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè
íåñæèìàåìîé æèäêîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî èìååòñÿ ìíîæå-
ñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé, êàê, íàïðèìåð, ýëåêòðè÷åñêîå E = E(x,y,z,t) è ìàã-
íèòíîå B = B(x,y,z,t) ïîëÿ è äð., ïðè îïèñàíèè êîòîðûõ òàêæå øèðîêî èñ-
ïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå äèâåðãåíöèè: div E èëè div B è ò.ä. Õîòÿ îíà è âû÷èñëÿåòñÿ
â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.23), îïðåäåëÿåòñÿ, îäíàêî, èç äðóãèõ ñîîáðàæåíèé, ïî-
ñêîëüêó â ýëåêòðîäèíàìèêå íå èäåò ðå÷ü î äâèæåíèè è äåôîðìàöèè ýëåìåíòà
ìàòåðèàëüíîé ñðåäû.

Íà ïðèìåðå âåêòîðíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé v = v(x,y,z,t) ïîÿñíèì ñìûñë
ïîíÿòèÿ äèâåðãåíöèè. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì íåïîäâèæíûé ýëåìåíòàðíûé
îáúåì dV = dxdydx è ïîäñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî æèäêîñòè, âòåêàþùåé è âûòåêà-
þùåé èç ýòîãî îáúåìà çà åäèíèöó âðåìåíè.

dz

z

dy

y

dx

x
Ðèñ. 3.11
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Ââåäåì ïîíÿòèå ýëåìåíòàðíîãî ïîòîêà âåêòîðà ñêîðîñòè v ÷åðåç ïëî-
ùàäêó dS:

dN v dS dv = ⋅ ⋅ =cos α v S ,                               (3.25)
ãäå dS = ndS � âåêòîð, íàïðàâëåííûé ïî íîðìàëè n ê ýëåìåíòàðíîé ïëîùàäêå.
ßñíî, ÷òî ïîòîê (3.25) ðàâåí îáúåìó æèäêîñòè, ïåðåñåêàþùåé ïëîùàäêó dS çà
åäèíèöó âðåìåíè (ðèñ. 3.12). Îí äîïóñêàåò òàêæå íàãëÿäíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èí-
òåðïðåòàöèþ. Â ñàìîì äåëå, â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ëèíèé òîêà, äàííûì â
íà÷àëå ýòîé ëåêöèè, èõ ãóñòîòà õàðàêòåðèçóåò ñêîðîñòü òå÷åíèÿ. Ïîýòîìó âåëè÷èíå
ñêîðîñòè âñåãäà ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå êîëè÷åñòâî ëèíèé òîêà, ïåðåñå-
êàþùèõ ïëîùàäêó ñ dS = 1 è n || v. Òîãäà ïîòîê dNv â (3.25) áóäåò îïðåäåëÿòü
÷èñëî ëèíèé, ïåðåñåêàþùèõ ïëîùàäêó ïðè åå ïðîèçâîëüíîé îðèåíòàöèè.

Òåïåðü ëåãêî ïîäñ÷èòàòü áàëàíñ ìåæäó âòåêàþùåé è âûòåêàþùåé æèä-
êîñòüþ äëÿ ýëåìåíòàðíîãî îáúåìà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 3.12. Äëÿ ýòîãî âîñ-
ñòàíîâèì âíåøíèå íîðìàëè
êî âñåì øåñòè ãðàíÿì êóáèêà
è îöåíèì ïîòîêè æèäêîñòè
÷åðåç ýòè ãðàíè. Ëåãêî ïîíÿòü,
÷òî ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå
ïîòîêà áóäåò äëÿ âûòåêàþùåé
æèäêîñòè, à îòðèöàòåëüíîå �
äëÿ âòåêàþùåé. Åñëè ñêîðîñòü
â öåíòðå êóáèêà v(x,y,z) èç-
ìåíÿåòñÿ ïðè ïðèáëèæåíèè ê
ñîîòâåòñòâóþùèì ãðàíÿì, òî
ïðè âû÷èñëåíèÿõ ýòî íåîáõî-
äèìî ó÷åñòü. Ðåçóëüòèðóþùèé
ïîòîê îïðåäåëèòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

dN v x
dx

y, z t v x
dx

y, z t dydz

v x y
dy

z t v x y
dy

z t dxdz

v x y, z
dz

t v x y, z
dz

t dxdy

v x x

y y

z z

= +





− −













 +

+





− −













 +

+





− −















2 2

2 2

2 2

, , , ,

, , , , , ,

, , , , .

          

          

        

             (3.26)

Ðàçäåëèâ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè (3.26) íà dxdydz è ðàçëàãàÿ êîìïîíåíòû ñêî-
ðîñòè â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ â ðÿä Òåéëîðà, ïîëó÷àåì

dN

dxdydz
div v = v .                                        (3.27)

Òàêèì îáðàçîì, äèâåðãåíöèÿ âåêòîðà ñêîðîñòè ÷èñëåííî ðàâíà ïîòî-
êó æèäêîñòè ÷åðåç ïîâåðõíîñòü åäèíè÷íîãî îáúåìà. Åñëè æèäêîñòü íåñæèìà-
åìà, òî, åñòåñòâåííî, ýòîò ïîòîê äîëæåí áûòü ðàâåí íóëþ (ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî âíóòðè îáúåìà íåò èñòîêîâ è ñòîêîâ æèäêîñòè). Ãðàôè÷åñêè ïîñëåäíåå
èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ðàâåíñòâî êîëè÷åñòâà âõîäÿùèõ è âûõîäÿùèõ ëèíèé

Ðèñ. 3.12

z

v

v

v(x,y+�,z,t)
v(x,y,z+�,t)

v(x+�,y,z,t)

n

n
y

dy

dS

dz

dx

2
2

2

x

α

α
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òîêà äëÿ ýòîãî îáúåìà. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, îçíà÷àåò, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷-
êè, ãäå div v = 0, ëèíèè òîêà íå ïðåðûâàþòñÿ. Ïîýòîìó ðàâåíñòâî div v = 0
íàçûâàþò óñëîâèåì íåñæèìàåìîñòè.

Èç øêîëüíîãî êóðñà ôèçèêè èçâåñòíî, ÷òî ñèëîâûå ëèíèè ýëåêòðî-
ñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ (àíàëîã ëèíèé òîêà) ïðåðûâàþòñÿ òîëüêî íà çàðÿäàõ. Ïî-
ýòîìó äëÿ îáëàñòåé, ãäå çàðÿäû îòñóòñòâóþò, ìû òàêæå âïðàâå íàïèñàòü

div
E
x

E

y
E
z

x y z E = + + =∂
∂

∂
∂

∂
∂

0 . Ñèëîâûå ëèíèè èíäóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ B

âñåãäà çàìêíóòû (íåò ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ), ïîýòîìó div B = 0.

Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà äëÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè.
Ïðè çàäàííûõ âíåøíèõ ñèëàõ è èçâåñòíûõ ñâîéñòâàõ æèäêîñòè ìîæíî

çàïèñàòü óðàâíåíèå äâèæåíèÿ åäèíèöû îáúåìà íåñæèìàåìîé íåâÿçêîé æèä-
êîñòè:

ρ
d
dt

grad p
v

F= − ,                                       (3.28)

ãäå îïåðàòîð grad (ãðàäèåíò) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

grad
x y z

= + +i j k
∂

∂
∂

∂
∂
∂ .                                    (3.29)

Óðàâíåíèå (3.28) çàïèñàíî â âåêòîðíîì âèäå è ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì îäíî-
ìåðíîãî óðàâíåíèÿ (3.3).

Ðàñïèñûâàÿ (3.28) äëÿ òðåõ ïðîåêöèé ñêîðîñòè, ïîëó÷àåì ñèñòå-
ìó óðàâíåíèé, àíàëîãè÷íûõ (3.5):

     ρ
∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

v
t

v
v
x

v
v
y

v
v
z

F
p
x

x
x

x
y

x
z

x
x+ + +







 = − ,

ρ
∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

v

t
v

v

x
v

v

y
v

v

z
F

p
y

y
x

y
y

y
z

y
y+ + +









 = − ,               (3.30)

  ρ
∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

v

t
v

v

x
v

v

y
v

v

z
F

p
z

z
x

z
y

z
z

z
z+ + +







 = − .

Åñëè ýòè óðàâíåíèÿ äîïîëíèòü óñëîâèåì íåñæèìàåìîñòè

∂
∂

∂
∂

∂
∂

v
x

v

y
v
z

x y z+ + = 0 ,

òî ìû ïîëó÷èì ïîëíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ñ ÷åòûðüìÿ íåèçâåñòíûìè ôóíê-
öèÿìè êîîðäèíàò è âðåìåíè (vx, vy, vz è p). Óðàâíåíèÿ (3.30) íàçûâàþòñÿ
óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà è ïîçâîëÿþò, â ïðèíöèïå, ðàññ÷èòàòü äèíàìèêó òå÷å-
íèÿ æèäêîñòè. Îäíàêî ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ

íåëèíåéíîé èç-çà íàëè÷èÿ ÷ëåíîâ òèïà v
v

xx
x∂

∂
, ..., v

v

zz
z∂

∂
. Ïîýòîìó èíòåã-

ðèðîâàíèå ýòèõ óðàâíåíèé è íàõîæäåíèå èñêîìûõ ôóíêöèé ïðåäñòàâëÿåò
ïîä÷àñ âåñüìà ñëîæíóþ çàäà÷ó äàæå ïðè èñïîëüçîâàíèè ìîùíûõ ÝÂÌ. Èç
(3.30) ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå Áåðíóëëè äëÿ ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ, êîãäà
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∂
∂
v
t

= 0 . Îäíàêî âûâîä ýòîãî óðàâíåíèÿ ìû ïðåäîñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ ïðîäåëàòü

ñàìîñòîÿòåëüíî, îáðàòèâøèñü ê ðåêîìåíäîâàííîé ëèòåðàòóðå. Â äàëüíåéøåì
ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèÿ (3.30) äëÿ îïèñàíèÿ âîëíîâîãî äâèæåíèÿ
æèäêîñòè è àíàëèçà ñâîéñòâ àêóñòè÷åñêèõ âîëí.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà (3.30) ÷àñòî çàïèñûâàåòñÿ â áîëåå
êîìïàêòíîì âèäå ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàòîðà ãðàäèåíòà. Êàæäîå èç òðåõ óðàâ-
íåíèé (3.30) èìååò âèä

( )ρ ∂
∂t

grad v F grad px y z x y z x y z
+ ⋅





= −v , , , , , ,  .

Âîçâðàùàÿñü ê âåêòîðíîìó ïðåäñòàâëåíèþ, ïîëó÷àåì âîçìîæíîñòü çàïèñàòü
÷åòûðå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà â âèäå äâóõ âåêòîðíûõ:

ρ ∂
∂t

grad grad 

div 

+ ⋅





= −

=

v v F p

v

,

.0
                               (3.31)

Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè äëÿ ñæèìàåìîé æèäêîñòè.
Ïðè òå÷åíèè ãàçîâ, îñîáåííî ïðè áîëüøèõ ñêîðîñòÿõ, èõ ïëîòíîñòü

ìîæåò çíà÷èòåëüíî ìåíÿòüñÿ âî âðåìåíè è â ïðîñòðàíñòâå. ßñíî, ÷òî îáúåì
«æèäêîñòè», âòåêàþùåé ÷åðåç ïîâåðõíîñòü êóáèêà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 3.11,
ìîæåò áûòü íå ðàâåí îáúåìó âûòåêàþùåé «æèäêîñòè». Åñëè ýòîãî ðàâåíñòâà
íåò, òî ìàññà ãàçà âíóòðè êóáèêà (à ñ íåé è ïëîòíîñòü) áóäåò ñî âðåìåíåì
ìåíÿòüñÿ. Óðàâíåíèå (3.24) â ýòîì ñëó÷àå ñòàíîâèòñÿ íåñïðàâåäëèâûì. Â ýòîì
ñëó÷àå ìîæíî çàïèñàòü óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè, êîòîðîå âûâîäèòñÿ èç óñ-
ëîâèÿ áàëàíñà ìàññû ãàçà. Ïîòîê ìàññû ãàçà ÷åðåç ïëîùàäêó dS áóäåò ðàâåí

dN dM = ⋅ρv S , �à ïîëíûé ïîòîê ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ýëåìåíòà ñ îáúåìîì dxdydz,
àíàëîãè÷íî (3.27), ðàâåí

( )dN dxdydz divM = ⋅ ρv ,                                 (3.32)

ãäå ρ ⋅ v  � íîâîå âåêòîðíîå ïîëå. Åñëè ýòîò ïîòîê ïîëîæèòåëüíûé, òî ìàññà

âíóòðè ýëåìåíòà m dxdydz= ρ  áóäåò óáûâàòü çà ñ÷åò óìåíüøåíèÿ âî âðåìåíè

ïëîòíîñòè ρ . Ïîýòîìó, çàïèñûâàÿ óñëîâèå áàëàíñà ìàññû â âèäå

( )dxdydz div dxdydz
t

⋅ = −ρ
∂ρ
∂

v ,                        (3.33)

ìû ïîëó÷àåì (ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà dxdydz) îäíî èç ôóíäàìåíòàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ãèäðîäèíàìèêè � óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè ñæèìàåìîé æèäêîñòè:

( )∂ρ
∂

ρ
t

div+ =v 0.                                   (3.34)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè ρ = const ýòî óðàâíåíèå ïåðåõîäèò â (3.24).
Â ýëåêòðîäèíàìèêå ýòî óðàâíåíèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì. Â

ñàìîì äåëå, åñëè ðå÷ü èäåò î äâèæóùèõñÿ çàðÿäàõ, îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü êîòî-
ðûõ ðàâíà ρ, òî óðàâíåíèå (3.34) ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì âûðàæåíèåì óíè-
âåðñàëüíîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà.
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Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà è óðàâíåíèå Áåðíóëëè äëÿ ñæèìàåìîé æèäêîñòè.
Äèíàìèêà ñæèìàåìîé æèäêîñòè òàêæå áàçèðóåòñÿ íà 2-ì çàêîíå Íüþ-

òîíà, çàïèñàííîì äëÿ åäèíèöû ìàññû æèäêîñòè. Ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ñèë äàâ-
ëåíèÿ è âíåøíèõ ñèë ñîçäàåò óñêîðåíèå åäèíèöû ìàññû, ïîýòîìó

∂
∂ ρt

grad grad p+ ⋅





= −v v
1

+
 

F ,                       (3.35)

ãäå F � âíåøíÿÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà åäèíèöó ìàññû. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ïÿòè íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí (vx, vy, vz, p è ρ) íåîáõîäèìî äîïîëíèòü (3.35)
óðàâíåíèåì íåïðåðûâíîñòè (3.34) è ìàòåðèàëüíûì óðàâíåíèåì, ñâÿçûâàþ-
ùèì ïëîòíîñòü è äàâëåíèå:

( )p p= ρ .                                          (3.36)

Ñèñòåìà (3.34) � (3.36) íîñèò íàçâàíèå óðàâíåíèé Ýéëåðà äëÿ ñæè-
ìàåìîé æèäêîñòè. Îãðîìíîå êîëè÷åñòâî çàäà÷ ãàçîäèíàìèêè ðåøàåòñÿ íà îñ-
íîâå ýòèõ óðàâíåíèé.

Âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì (3.35) è ïîëó÷èì óðàâíåíèå Áåðíóëëè. Äëÿ
ýòîãî âèäîèçìåíèì ïðàâóþ ÷àñòü (3.35), ââåäÿ âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ P
(2.27), è ó÷òåì (2.29), ò.å. ââåäåì ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ åäèíèöû ìàññû U1.
Òîãäà (3.35) ïðèìåò âèä

( )¶
¶t

grad grad +U+





= −v v P 1 .                            (3.37)

Ïðè ñòàöèîíàðíîì òå÷åíèè 
∂
∂
v
t

= 0 . Â íàïðàâëåíèè îñè òðóáêè òîêà

(âäîëü êðèâîëèíåéíîé êîîðäèíàòû l ) ìîæíî çàïèñàòü

( )v
d
d

v
d
d

U
l l

= − +P 1 .                                    (3.38)

Ïîñêîëüêó ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ åäèíèöû ìàññû  U U h gh const1 1( ) ( )l = = + ,

à P( )
( )

( )

l

l

l

= ∫
dp

p

p

ρ
1 1

, òî, ïî àíàëîãèè ñ (3.13), ïåðåïèøåì (3.38) â âèäå

d
d

v dp
gh

p

p

l
l

l2

2
0

1 1

+ +










 =∫ ρ( )

( )

.                            (3.39)

Èíòåãðèðóÿ (3.39) âäîëü òðóáêè òîêà, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Áåðíóëëè äëÿ ñæè-
ìàåìîé æèäêîñòè:

v dp
gh const

p h

p h2

2
1 1

+ + =∫ ρ( )

( )

.                          (3.40)

Çäåñü h � âûñîòà ñå÷åíèÿ òðóáêè òîêà ñ êîîðäèíàòîé l . Î÷åâèäíî, ÷òî

p p h)( ) (l = , p p h1 1 1 1( ) ( )l = . Ïîñòîÿííàÿ â (3.40) îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì ñêî-

ðîñòè v1 è âûñîòû h1 äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ñå÷åíèÿ ñ êîîðäèíàòîé l1 . Ñ ó÷åòîì
ýòîãî, óðàâíåíèå (3.40) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
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v dp
gh

v
gh

p h

p h2
1
2

12 2
1 1

+ + = +∫ ρ( )

( )

.                             (3.41)

Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè íåîáõîäèìî çíàòü ñâÿçü
ìåæäó p è ρ. Â ñëó÷àå íåñæèìàåìîé æèäêîñòè (ρ = const) óðàâíåíèå (3.41)
ïåðåõîäèò â (3.15).

Åñëè ðå÷ü èäåò î ïîòîêå ãàçà «ñæèìàåìîé» æèäêîñòè, òî ïðè áûñòðîì
ñæàòèè (óâåëè÷åíèè ïëîòíîñòè) ãàç áóäåò íàãðåâàòüñÿ. Èç-çà ïëîõîé òåïëî-
ïðîâîäíîñòè ãàçà òåïëî íå áóäåò óñïåâàòü óõîäèòü èç íàãðåòûõ îáëàñòåé. Ïî-
ýòîìó äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ñâÿçè p = p(ρ) âîñïîëüçóåìñÿ àäèàáàòè÷åñêèì ïðè-
áëèæåíèåì:

p
p1 1

=








ρ
ρ

γ

,�                                            (3.42)

ãäå ïîêàçàòåëü àäèàáàòû γ > 1. Òàêàÿ ñâÿçü ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðâîãî íà÷àëà òåð-
ìîäèíàìèêè è óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà (2.32) ïðè óñëîâèè îò-
ñóòñòâèÿ òåïëîîáìåíà ìåæäó íàãðåòîé îáëàñòüþ è îêðóæàþùåé ñðåäîé.
Äàâëåíèå â (3.42) âîçðàñòàåò ñ ïëîòíîñòüþ áûñòðåå, ÷åì ïðè èçîòåðìè÷åñ-

êîì ïðîöåññå, òàê êàê γ > 1 . Â êóðñå ìîëåêóëÿðíîé ôèçèêè áóäåò ïîêàçàíî,�

÷òî Vp C/C=γ  (Cp è CV � òåïëîåìêîñòè ïðè ïîñòîÿííûõ äàâëåíèè è îáúå-

ìå ñîîòâåòñòâåííî). Äëÿ âîçäóõà, ñîñòîÿùåãî ãëàâíûì îáðàçîì èç äâóõàòîì-

íûõ ãàçîâ, γ = 1 4, .
Åñëè ïîäñòàâèòü (3.42) â (3.41) è âûïîëíèòü ïðîñòåéøåå èíòåãðèðîâà-

íèå, òî ìîæíî îïðåäåëèòü ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ âäîëü òðóáêè òîêà:

( ) ( )p p
p

v v g h h= −
−

− + −













−
1

1

1

2
1
2

1

1
1

1 1
2

γ
γ

ρ
γ

γ
.                 (3.43)

Áóäåì ñ÷èòàòü òðóáêó òîêà ãîðèçîíòàëüíîé (h = h1), à ñêîðîñòè òå÷å-
íèÿ òàêèìè, ÷òî

1
2

1
1 1

2
1
2 1

1

1
2

v v
p c− <

−
=

−γ
γ
ρ γ  ,                          (3.44)

ãäå c
p

1
1

1
= γ

ρ
 � ïàðàìåòð, èìåþùèé ðàçìåðíîñòü ñêîðîñòè. Êàê ìû óâèäèì

íåñêîëüêî ïîçäíåå, ýòîò ïàðàìåòð îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü çâóêà â ãàçå

c
p= γ
ρ .                                             (3.45)

Ïðè íîðìàëüíûõ óñëîâèÿõ ñêîðîñòü çâóêà â âîçäóõå ñ = 330 ì/ñ. Â ýòîì ñëó÷àå
(3.43) ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä:

p p
p

v v

p

v v
= −

−







 +

−







 +












1

1

1

2
1
2

1
2

1
2

2
1
2 2

1
2

1
2 2

ρ
γ

ρ
... .                (3.46)
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Åñëè ñêîðîñòè òå÷åíèÿ ãàçà ñ÷èòàòü ìàëûìè (v, v1 << c1), òî â (3.46)
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü êâàäðàòè÷íûì è áîëåå âûñîêèìè ÷ëåíàìè ðàçëîæåíèÿ. Â
ýòîì ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèé ñîîòâåòñòâóåò òå÷åíèþ íåñæèìàåìîé
æèäêîñòè ñ ïëîòíîñòüþ ρ1=const. Êâàäðàòè÷íûé ÷ëåí íà÷èíàåò äàâàòü âêëàä â
ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèé ïðè ñêîðîñòÿõ ïîòîêà, ñîèçìåðèìûõ ñî ñêîðîñòüþ
çâóêà ñ1.

Ïîäñòàâèâ (3.42) â (3.43), ïîëó÷èì ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè âäîëü
òðóáêè òîêà:

( ) ( )ρ ρ
γ

γ
ρ γ

= −
−

− + −













−
1

1

1

2
1
2

1

1

2
1

1 1
2p

v v g h h .              (3.47)

Äëÿ ãîðèçîíòàëüíîé òðóáêè òîêà è ïðè óñëîâèè (3.44) ðàñïðåäåëåíèå ïëîò-
íîñòè (3.47) ïîñëå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ïðèìåò âèä:

ρ ρ= −
−

+








1

2
1
2

1
2

1
2

v v

c
... .                                    (3.48)

Òàêèì îáðàçîì, èçìåíåíèå ïëîòíîñòè ãàçà íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü òîëü-
êî ïðè ñêîðîñòÿõ òå÷åíèÿ, ñîïîñòàâèìûõ ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ñî ñêîðîñòüþ
çâóêà, îïðåäåëÿåìîé, êàê ñëåäóåò èç (3.45), äàâëåíèåì è ïëîòíîñòüþ â ýòîì
ïîòîêå. Åñëè æå ñêîðîñòü òå÷åíèÿ v << c, òî ñæèìàåìîñòüþ ãàçà ìîæíî ïðå-
íåáðå÷ü.

Ðàñïðîñòðàíåíèå âîçìóùåíèé äàâëåíèÿ è ïëîòíîñòè.
Åñëè â íåïîäâèæíîé æèäêîñòè èëè ãàçå áûñòðî ñîçäàòü â íåáîëüøîé

îáëàñòè èçáûòî÷íîå äàâëåíèå ∆p , à çíà÷èò è èçáûòî÷íóþ ïëîòíîñòü ∆ρ , òî
ýòè âîçìóùåíèÿ áóäóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ñ íåêîòîðîé ñêîðîñòüþ, ïîñëåäîâà-
òåëüíî ïðèâîäÿ â äâèæåíèå ÷àñòèöû ñðåäû, ðàñïîëîæåííûå íà ïóòè ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ. Ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ, êàê ïîêàçûâàåò îïûò, íå çàâèñèò îò
êîíêðåòíîãî âèäà âîçìóùåíèÿ, åñëè òîëüêî îòíîñèòåëüíûå èçìåíåíèÿ

∆p
p << 1 è ∆ρ

ρ << 1 (p è ρ � ðàâíîâåñíûå çíà÷åíèÿ äàâëåíèÿ è ïëîòíîñòè

ñðåäû). Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî è ôîðìà  òàêèõ ìàëûõ âîçìóùåíèé â ïðîöåññå èõ
ðàñïðîñòðàíåíèÿ íå ìåíÿåòñÿ.

Ðàññ÷èòàåì ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé, èñïîëüçóÿ ñàìóþ
ïðîñòóþ ôèçè÷åñêóþ ñèòóàöèþ. Ïóñòü òðóáà ñ ïëîùàäüþ ïîïåðå÷íîãî ñå÷å-
íèÿ S çàïîëíåíà æèäêîñòüþ èëè ãàçîì ñ ïëîòíîñòüþ ρ, íàõîäÿùèìèñÿ ïîä
äàâëåíèåì p. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ïîðøåíü, çàêðûâàþ-
ùèé òðóáó ñ îäíîãî êîíöà, íà÷èíàåò äâèãàòüñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ
v << c. Ïåðåä ïîðøíåì îáðàçóåòñÿ îáëàñòü ïîâûøåííîãî äàâëåíèÿ (ðèñ. 3.13),
ãðàíèöà êîòîðîé áóäåò äâèãàòüñÿ ñî ñêîðîñòüþ c. Èìïóëüñ ñèëû F, äåéñòâóþ-
ùåé â òå÷åíèå âðåìåíè ∆t , ïåðåäàåòñÿ ÷àñòèöàì ñðåäû â îáúåìå ñ ïîâûøåí-

íîé ïëîòíîñòüþ ρ + ∆ρ , êîòîðûå íà÷èíàþò äâèãàòüñÿ ñî ñêîðîñòüþ v. Ïîýòî-
ìó ìîæåì çàïèñàòü ðàâåíñòâî:

( )( )F t pS t c v t S v∆ ∆ ∆ ∆ρ ∆= = + − ⋅ ⋅ρ ,                         (3.49)

èëè
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( )( )∆ ∆ρp c v v= + − ⋅ρ .                                    (3.50)

Èç óñëîâèÿ ïîñòîÿíñòâà (äî è ïîñëå ñæàòèÿ) ìàññû âîçäóõà ñëåäóåò, ÷òî

( )( )ρ ρSc t c v S t∆ ∆ρ ∆= + − ,                             (3.51)

èëè

( )( )ρ ρc c v= + −∆ρ .                                    (3.52)

Èç óðàâíåíèé (3.50) è (3.52) íàõîäèì ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ÷àñòèö êàê ôóíê-
öèþ èçáûòî÷íîãî äàâëåíèÿ:

v
p
c

=
∆
ρ .                                               (3.53)

Â àêóñòèêå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûðàæàåò àêóñòè÷åñêèé çàêîí Îìà.
Åñëè ïðîâîäèòü àíàëîãèþ ñ çàêîíîì Îìà äëÿ ó÷àñòêà öåïè ïîñòîÿííîãî òîêà,
òî v ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ñèëû òîêà, ∆p  � ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ, à ρñ òàê è
íàçûâàåòñÿ � àêóñòè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå ñðåäû. Ðàâåíñòâî (3.52) ïîñëå ðàñ-
êðûòèÿ ñêîáîê áóäåò èìåòü âèä:

0 = ⋅ − ⋅ −∆ρ ∆ρc v vρ .                                 (3.54)
Ïîñëåäíèé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè (3.54) ïðåíåáðåæèìî ìàë. Ïîäñòàíîâêà (3.53)
â (3.54) ïðèâîäèò ê èñêîìîìó âûðàæåíèþ äëÿ ñêîðîñòè:

c
p= ∆

∆ρ .                                             (3.55)

Ôîðìóëà (3.55) ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòàòü ñêîðîñòü çâóêà â ðàçëè÷íûõ æèä-
êîñòÿõ è ãàçàõ, åñëè èçâåñòíà ñâÿçü ìåæäó äàâëåíèåì è ïëîòíîñòüþ. Äëÿ âîç-
äóõà ýòà ñâÿçü äàåòñÿ óðàâíåíèåì àäèàáàòû (3.42):

p const= ⋅ ργ .                                        (3.56)

Ïîñêîëüêó ∆ ∆ρp const= ⋅ ⋅ ⋅−γ ργ 1 , òî

c const
p= ⋅ ⋅ =−γ ρ γ
ρ

γ 1
.                                 (3.57)

Ðèñ. 3.13

F v

0 v t∆

p+ p∆
p

c t∆ x

c
s

s
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Ïðè íîðìàëüíûõ óñëîâèÿõ p = 105 Ïà, ρ ≈ 1,3 êã/ì3 è ñ ≈ 330 ì/c.
Äëÿ âîäû, ñæèìàåìîñòü êîòîðîé çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ñêîðîñòü çâó-

êà ñ = 1200 ì/ñ. Îòìåòèì, ÷òî ñêîðîñòü çâóêà â âîçäóõå âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷å-
íèåì åãî ðàâíîâåñíîé ïëîòíîñòè ρ (3.57). Ýòîò ôàêò áóäåò èñïîëüçîâàí äà-
ëåå, êîãäà áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ðàñïðîñòðàíåíèå àêóñòè÷åñêèõ âîëí áîëü-
øîé àìïëèòóäû.

Èñòå÷åíèå ñæàòîãî ãàçà ÷åðåç ñîïëî.
Ðàññìîòðèì îäíó èç âàæíåéøèõ çàäà÷ ãàçîäèíàìèêè � èñòå÷åíèå ãàçà,

ñæàòîãî â ñîñóäå äî äàâëåíèÿ p1 è ïëîòíîñòè ρ1, ÷åðåç âûõîäíóþ òðóáêó �
ñîïëî (ðèñ. 3.14). Ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ v, ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (3.43), ïîëó÷àåòñÿ
ðàâíîé

v v
p p

p
= +

−
−



























−

1
2 1

1 1

1

2
1

1
γ

γ ρ

γ
γ

.                           (3.58)

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî 1hh ≈ .
Ïðè ìàëîì ñå÷åíèè ñîïëà ñêîðîñòüþ v1 äâèæåíèÿ ãàçà âíóòðè ñîñóäà

ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Íàêîíåö, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äàâëåíèå ñíàðóæè p<<p1.
Òîãäà

1

1p
1

2
v

ρ−γ
γ= .                                                    (3.59)

Îöåíêà, ïðîâåäåííàÿ ïî ýòîé ôîðìóëå, äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà âîçäóõ ïðè íîð-
ìàëüíûõ óñëîâèÿõ âûòåêàåò â âàêóóì, äàåò âåëè÷èíó ñêîðîñòè v = 750 ì/ñ.
Ýòà ñêîðîñòü áîëåå ÷åì âäâîå ïðåâûøàåò ñêîðîñòü çâóêà è, êàê ïîêàçûâàåò

îïûò, ïðè èñïîëüçîâàíèè ñîïëà ïîñòîÿí-
íîãî ñå÷åíèÿ íå äîñòèãàåòñÿ. Ðåàëüíî ñêî-
ðîñòü ãàçà íå ïðåâûøàåò ñêîðîñòè çâóêà,
ïîñêîëüêó ãàç, íàõîäÿùèéñÿ â ñîïëå ïîä
çàìåòíûì äàâëåíèåì, ÿâëÿåòñÿ ñâîåîáðàç-
íîé «àýðîäèíàìè÷åñêîé ïðîáêîé» äëÿ ãàçà
âíóòðè ñîñóäà � ïîòîê êàê áû çàïèðàåò
ñîïëî. Ýòîò âûâîä ïîäòâåðæäàåòñÿ è ïðî-

ñòåéøèìè ðàñ÷åòàìè. Ïóñòü l  � êîîðäèíàòà, íàïðàâëåííàÿ âäîëü îñè ñîïëà

ñ ïåðåìåííûì ñå÷åíèåì )(SS l= . Äëÿ ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ óðàâíåíèÿ Ýé-
ëåðà (3.35) èëè óðàâíåíèå Áåðíóëëè (3.40) ñâÿçûâàþò ïðèðàùåíèÿ ñêîðîñòè
è äàâëåíèÿ:

ρ−= dpvdv .                                        (3.60)
Èç óñëîâèÿ ïîñòîÿíñòâà ìàññû (3.1) ñëåäóåò, ÷òî â ëþáîì ñå÷åíèè ñîïëà

constvS =ρ , èëè

0
S
dS

v
dvd =++

ρ
ρ

.                                   (3.61)

Íàêîíåö, ñîãëàñíî (3.55), ìîæåì çàïèñàòü

Ðèñ. 3.14

v

p

S

p , ρ
1 1
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ρ= dcdp 2 ,                                              (3.62)

ãäå c � ñêîðîñòü çâóêà â ñå÷åíèè S, ìåíÿþùàÿñÿ âäîëü ñîïëà. Èç (3.60) è
(3.62) èìååì

ρ
ρ−= d

cvdv 2
.                                           (3.63)

Ïîäñòàâèâ (3.63) â (3.61), íàõîäèì











−= 1

c

v
v
dv

S
dS

2

2

.                                      (3.64)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè äîçâóêîâûõ ñêîðîñòÿõ 




 << 1
c
v

 â ñóæàþùåìñÿ ñîïëå

(dS < 0) ñêîðîñòü âîçðàñòàåò (dv > 0), à äàâëåíèå (ñîãëàñíî 3.63) � óáûâàåò.
Îäíàêî, ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê ñêîðîñòè çâóêà ïðèðàùåíèå ñêîðîñòè dv
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, à ñàìà ñêîðîñòü äîñòèãàåò íåêîòîðîãî ìàêñèìàëüíîãî çíà-
÷åíèÿ, áëèçêîãî ê c. Â ðàñøèðÿþùåìñÿ ñîïëå (dS > 0) ïðè íà÷àëüíîé ñêîðî-
ñòè v << c òàêæå áóäåò èìåòü ìåñòî óìåíüøåíèå ñêîðîñòè ïîòîêà ñ îäíîâðå-
ìåííûì óâåëè÷åíèåì äàâëåíèÿ è ïëîòíîñòè.

Ïîëó÷èòü ñâåðõçâóêîâûå ñêîðîñòè ìîæíî ëèøü ïðè èñïîëüçîâàíèè
ñîïëà, ôîðìà êîòîðîãî ïîêàçàíà íà ðèñ. 3.15. Â ñóæàþùåéñÿ ÷àñòè ñîïëà ïîòîê
óñêîðÿåòñÿ. Êîãäà åãî ñêîðîñòü â ñàìîì óçêîì ñå÷åíèè íåçíà÷èòåëüíî ïðåâû-
ñèò ñêîðîñòü çâóêà (v ≥ c), òî, ñîãëàñíî (3.64), ïîñëåäóþùåå óâåëè÷åíèå
ñå÷åíèÿ (dS > 0) áóäåò ïðèâîäèòü ê äàëüíåéøåìó óñêîðåíèþ ïîòîêà ïðè
îäíîâðåìåííîì ïàäåíèè äàâëåíèÿ è ïëîòíîñòè. Òàêîå ñîïëî, ïîëó÷èâøåå

íàçâàíèå ñîïëà Ëàâàëÿ, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñâåðõçâóêîâûå ñêîðîñòè ïîòîêîâ.
Ýòà ïëîäîòâîðíàÿ èäåÿ èñïîëüçóåòñÿ ïðè êîíñòðóèðîâàíèè ðàêåòíûõ äâèãà-
òåëåé. Ýòîò æå ïðèíöèï ëåæèò â îñíîâå êîíñòðóêöèè àýðîäèíàìè÷åñêèõ òðóá,
èñïîëüçóåìûõ äëÿ èñïûòàíèÿ ñâåðõçâóêîâûõ ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ.

v<<c v>c v>c

Ðèñ. 3.15
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ËÅÊÖÈß 4

Äâèæåíèå âÿçêîé æèäêîñòè. Óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà. ×èñëî Ðåéíîëüä-
ñà. Ôîðìóëà Ïóàçåéëÿ. Ëàìèíàðíîå è òóðáóëåíòíîå òå÷åíèå. Òóðáóëåíòíîñòü
àòìîñôåðû. Îáòåêàíèå òåë ïîòîêîì æèäêîñòè. Ôîðìóëà Æóêîâñêîãî. Ãèäðî-
äèíàìè÷åñêîå ïîäîáèå. Äâèæåíèå òåëà ñî ñâåðõçâóêîâîé ñêîðîñòüþ.

Ñèëû âÿçêîãî òðåíèÿ.
Â ïðåäûäóùèõ ëåêöèÿõ ìû ðàññìàòðèâàëè äâèæåíèå æèäêîñòåé è ãà-

çîâ â ïðåíåáðåæåíèè ñèëàìè âÿçêîãî òðåíèÿ. Ìåæäó òåì ýòè ñèëû, äåéñòâóþ-
ùèå ìåæäó ÷àñòèöàìè äâèæóùåéñÿ æèäêîñòè, ìîãóò êàðäèíàëüíûì îáðàçîì
ïîâëèÿòü êàê íà ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé â ïîòîêå æèäêîñòè, òàê è íà îáòå-
êàíèå æèäêîñòüþ òåë, ïîìåùåííûõ â äâèæóùèéñÿ ïîòîê.

Åùå Íüþòîí óñòàíîâèë
îïûòíûì ïóòåì, ÷òî ïðè
ñêîëüæåíèè äðóã îòíîñèòåëü-
íî äðóãà äâóõ ïàðàëëåëüíûõ
ïëîñêîñòåé, ïðîñòðàíñòâî
ìåæäó êîòîðûìè çàïîëíåíî
æèäêîñòüþ, ñèëû âÿçêîãî òðå-
íèÿ ïðåïÿòñòâóþò ýòîìó ñêîëü-
æåíèþ (ðèñ. 4.1). Òàê, ïðè äâè-
æåíèè ñî ñêîðîñòüþ v âåðõ-
íåé ïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî íèæíåé âîçíèêàåò ñèëà âÿçêîãî òðåíèÿ, íà-
ïðàâëåííàÿ ïðîòèâ äâèæåíèÿ è ðàâíàÿ

h
v

SF µ=τ .                                                  (4.1)

Ýòà ñèëà ïðîïîðöèîíàëüíà ïëîùàäè S è èçìåíåíèþ ñêîðîñòè íà åäèíèöó

äëèíû â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè 
h
v

 ( ãðàäèåíòó ñêîðîñòè â íàïðàâëåíèè,

ïåðïåíäèêóëÿðíîì äâèæåíèþ) è çàâèñèò òàêæå îò âÿçêîñòè æèäêîñòè µ.
Ôîðìóëà (4.1) ñïðàâåäëèâà, åñëè ðàññòîÿíèå h ìåæäó ïëàñòèíàìè

çíà÷èòåëüíî ìåíüøå èõ ëèíåé-

íûõ ðàçìåðîâ ( )Sh << . Âàæ-

íî îòìåòèòü, ÷òî ÷àñòèöû
æèäêîñòè, ïðèëåãàþùèå ê
âåðõíåé ïëàñòèíå, äâèæóòñÿ
âìåñòå ñ íåþ ñî ñêîðîñòüþ v
(óâëåêàþòñÿ ïëàñòèíîé). Íà-
ïðîòèâ, ÷àñòèöû æèäêîñòè
âáëèçè íèæíåé (íåïîäâèæ-
íîé) ïëàñòèíû íàõîäÿòñÿ â
ïîêîå (ïðèëèïàþò ê ïëàñòèíå).
Ïðåäñòàâèì, ÷òî æèäêîñòü
ìåæäó ïëàñòèíàìè ñîñòîèò èç

y

x

v

F

Ðèñ. 4.2

Ðèñ. 4.1

F

h

S vτ
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ïëîñêèõ ïàðàëëåëüíûõ ñëîåâ, äâèæóùèõñÿ ðàâíîìåðíî (ðèñ. 4.2). Íåòðóäíî
ïîíÿòü, ÷òî êàæäûé âûøåëåæàùèé ñëîé óâëåêàåò çà ñîáîé íèæíèé ñîñåäíèé

ñëîé ñ ñèëîé τF . Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòîò íèæíèé ñëîé òîðìîçèò äâèæåíèå âåð-

õíåãî ñëîÿ ñ òîé æå ñèëîé τF . Íà êàæäûé ñëîé äåéñòâóþò ñâåðõó è ñíèçó äâå
ðàâíûå, íî ïðîòèâîïîëîæíî �íàïðàâëåííûå ñèëû. Ñêîðîñòü ñëîåâ âîçðàñòàåò
îò íèæíåãî ñëîÿ ê âåðõíåìó ëèíåéíî (ðèñ. 4.2), à ñèëû òðåíèÿ, äåéñòâóþùèå

íà êàæäûé èç ñëîåâ, îäèíàêîâû. Êàê ðåçóëüòàò, óñèëèå τ= FF , ïðèëîæåííîå
ê âåðõíåé ïëàñòèíå, ïåðåäàåòñÿ íà íèæíþþ ïëàñòèíó. Êîýôôèöèåíò âÿçêîñ-
òè æèäêîñòè µ  ìîæíî îïðåäåëèòü ýêñïåðèìåíòàëüíî, íàïðèìåð, ïî ñêîðîñ-
òè åå èñòå÷åíèÿ ÷åðåç òðóáêó èçâåñòíûõ ðàçìåðîâ (ñì. íèæå). Êàê ïîêàçûâàåò
îïûò, ïðè íàãðåâàíèè âÿçêîñòü æèäêîñòåé óìåíüøàåòñÿ, à ãàçîâ � óâåëè÷è-
âàåòñÿ. Îáúÿñíåíèå òàêîãî ðàçíîãî ïîâåäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ âÿçêîñòè æèä-
êîñòåé è ãàçîâ áóäåò äàíî â êóðñå «Ìîëåêóëÿðíàÿ ôèçèêà».

Òå÷åíèå âÿçêîé æèäêîñòè. Óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà.
Äëÿ àíàëèçà òå÷åíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ äâè-

æåíèÿ (3.28) íåîáõîäèìî äîáàâèòü ñèëó âÿçêîãî òðåíèÿ, ïðèëîæåííóþ ê åäè-
íèöå îáúåìà æèäêîñòè. Äëÿ ïðî-
ñòîòû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðå-
íèåì òå÷åíèÿ æèäêîñòè â íà-
ïðàâëåíèè îñè x, ïðè ýòîì
åäèíñòâåííàÿ êîìïîíåíòà ñêî-
ðîñòè vx áóäåò çàâèñåòü îò ïîïå-
ðå÷íîé êîîðäèíàòû y (ðèñ. 4.3).
Íà âåðõíþþ ãðàíü dxdz êóáèêà
dxdydz (îñü z ïåðïåíäèêóëÿðíà
ïëîñêîñòè ÷åðòåæà) â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ (4.1) â íàïðàâëåíèè îñè
x äåéñòâóåò óâëåêàþùàÿ ñèëà

dyy

x

dy
dv

dxdzF
x

+
τ µ=′ , à íà íèæíþþ ãðàíü � òîðìîçÿùàÿ ñèëà 

y

x

dy
dv

dxdzF
x

µ−=′′τ .

Ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ñèë âÿçêîãî òðåíèÿ, ïðèëîæåííàÿ ê âûäåëåííîìó êóáè-
êó, ðàâíà

F F F
x xτ τ τ= ′ + ′′ ,                                          (4.2)

à ñèëà, ïðèëîæåííàÿ ê åäèíè÷íîìó îáúåìó, ñîñòàâèò

2
x

2

dy

vd
dxdydz

F
f

x
µ== τ

τ .                                      (4.3)

Ïðè ëèíåéíîì èçìåíåíèè �ñêîðîñòè îò ñëîÿ ê ñëîþ, êàê íà ðèñ. 4.2, 0f =τ .

Åñëè ñêîðîñòü èçìåíÿåòñÿ íåëèíåéíî, êàê íà ðèñ. 4.3, òî fτ ≠ 0 . Â îáùåì
ñëó÷àå ñèëà âÿçêîãî òðåíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, èìååò òðè êîìïîíåíòû

{ }fτ τ τ τ= f
x y z
, , f  f , ãäå

Ðèñ. 4.3

y

dx

dy
x

v  (y)x
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v

x

v
f

x
∆µ=











∂
∂

+
∂
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+

∂
∂

µ=τ ,

y2
y

2

2
y

2

2
y

2

v
z

v

y

v

x

v
f

y
∆µ=













∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
µ=τ ,                                       (4.4)

                            z2
z

2

2
z

2

2
z

2

v
z

v

y

v

x

v
f

z
∆µ=











∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

µ=τ .

Â (4.4) èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå 
2

2

2

2

2

2

zyx ∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=∆  � îïåðàòîð Ëàïëàñà,

ïðèìåíÿåìûé â ìàòåìàòèêå è â ôèçèêå äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè. Åñëè òåïåðü
êîìïîíåíòû ñèëû òðåíèÿ (4.4) ïîäñòàâèòü â ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (3.30)
äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíò ñêîðîñòåé, òî ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíå-
íèé ãèäðîäèíàìèêè âÿçêîé æèäêîñòè. Ýòè òðè óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü çàïèñà-
íû â âèäå îäíîãî âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ

vFvv ∆µ+−=



 +
∂
∂ρ gradpgrad
t

.                                (4.5)

Îíî îòëè÷àåòñÿ îò ïåðâîãî èç óðàâíåíèé (3.31) íàëè÷èåì ÷ëåíà v∆µ  â ïðàâîé
÷àñòè. Óðàâíåíèå (4.5) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Íàâüå-Ñòîêñà è ÿâëÿåòñÿ îñíîâ-
íûì ïðè ðàñ÷åòå äâèæåíèÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Îáùåå àíàëèòè÷åñ-
êîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ íå ïîëó÷åíî, è ïîýòîìó äëÿ åãî ðåøåíèÿ èñïîëü-
çóþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû. Íà ïðàêòèêå èíîãäà ïðèõîäèòñÿ îãðàíè÷èâàòüñÿ ÷àñ-
òíûìè çàäà÷àìè. Îäíîé èç òàêèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ òå÷åíèå íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé
æèäêîñòè. Ðàíåå ìû ïîëó÷èëè óñëîâèå, ïðè êîòîðîì ñæèìàåìîñòüþ æèäêîñòè
èëè ãàçà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Òåïåðü âûÿñíèì, â êàêèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü
ñèëàìè âÿçêîñòè.

×èñëî Ðåéíîëüäñà. Êðèòåðèé ïðåíåáðåæåíèÿ âÿçêîñòüþ.
Ðàññìîòðèì òå÷åíèå âÿçêîé æèäêîñòè ìåæäó äâóìÿ íåïîäâèæíû-

ìè ãîðèçîíòàëüíûìè ïëàñòèíàìè, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ðàâíî h,
ïîä äåéñòâèåì ñèë äàâëåíèÿ. Ïîñêîëüêó ÷àñòèöû æèäêîñòè «ïðèëèïàþò»
ê ïëàñòèíàì, òî ñêîðîñòè ñëîåâ
æèäêîñòè áóäóò ðàçëè÷íûìè. Êà-
÷åñòâåííî ðàñïðåäåëåíèå ñêîðî-
ñòåé ñëîåâ èçîáðàæåíî íà ðèñ. 4.4.
Åñëè èçâåñòíà õàðàêòåðíàÿ ñêî-
ðîñòü òå÷åíèÿ (íàïðèìåð, ñêî-
ðîñòü v íà îñè ïîòîêà), òî ëåãêî
îöåíèòü ñèëû âÿçêîãî òðåíèÿ. Ñî-
ãëàñíî (4.3)

f
d v

dy

v

hx

x
τ µ µ=

2

2 2
~. (4.6)

y

h
x

v

Ðèñ. 4.4
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñèëû âÿçêîãî òðåíèÿ óáûâàþò ñ óâåëè÷åíèåì ðàññòîÿ-
íèÿ ìåæäó ïëàñòèíàìè. Â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñèëû âÿçêîñòè,
âîçíèêàþùèå â ïîòîêå, îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíû êâàäðàòó õàðàêòåðíîãî ïîïå-
ðå÷íîãî ðàçìåðà ïîòîêà è ïðîïîðöèîíàëüíû ñêîðîñòè.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ äèíàìèêè (ñì. óðàâíåíèå 4.5) ïðè îòñóòñòâèè âíåøíèõ
ñèë F âÿçêîñòüþ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, åñëè ñèëû äàâëåíèÿ � grad p çíà÷èòåëüíî

ïðåâîñõîäÿò ñèëû âÿçêîñòè v∆µ . Ýòîò ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò óñêîðåííîìó äâè-
æåíèþ æèäêîñòè, êàê, íàïðèìåð, ïðè òå÷åíèè èäåàëüíîé æèäêîñòè ïî ãî-
ðèçîíòàëüíîé òðóáå ïåðåìåííîãî ñå÷åíèÿ (ñì. Ëåêöèþ 3).

Ñëåäóåò, îäíàêî, ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ëàìèíàðíîå òå÷åíèå æèäêîñòè,
ðàññìàòðèâàåìîé â ðÿäå ñëó÷àåâ êàê èäåàëüíàÿ, òåì íå ìåíåå îáÿçàíî íàëè-

÷èþ âÿçêîñòè. Â îòñóòñòâèå âÿçêîñòè òå÷åíèå
æèäêîñòè áóäåò íåóñòîé÷èâûì. Â ñàìîì äåëå, èç-
çà ôëóêòóàöèé ñêîðîñòè ÷àñòèö ëèíèè òîêà ñòðå-
ìÿòñÿ èñêðèâèòüñÿ, è ÷àñòèöû â íèõ áóäóò äâè-
ãàòüñÿ ñ óñêîðåíèåì. Äàâëåíèÿ p1 è p2 ïî ðàç-
íûå ñòîðîíû èçîãíóòîé òðóáêè òîêà áóäóò ðàç-
ëè÷íûìè: p2>p1 (ðèñ. 4.5). Âîçíèêàþùèé ãðà-
äèåíò äàâëåíèÿ ñâÿçàí ñ óñêîðåíèåì ÷àñòèö
æèäêîñòè óðàâíåíèåì:

 pgrad
dt
d −≅ρ v

.                                           (4.7)

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííûì óðàâíåíèåì Íàâüå-Ñòî-
êñà (µ=0) è çàïèñàíî â îòñóòñòâèè âíåøíèõ ñèë. Â ýòîì ñëó÷àå êðèòåðèé
ìàëîñòè ñèë âÿçêîñòè ñâîäèòñÿ ê íåðàâåíñòâó

1

dt
d pgrad

<
ρ

∆µ
≈

∆µ
v

vv
.                                    (4.8)

Â ãèäðîäèíàìèêå î÷åíü ÷àñòî èñïîëüçóþò ïîíÿòèå ñèëû èíåðöèè

Fè = −ρ
d
dt
v . Ñ òî÷êè çðåíèÿ íàáëþäàòåëÿ, äâèæóùåãîñÿ âìåñòå ñ ÷àñòèöåé

æèäêîñòè, îíà íàõîäèòñÿ â ïîêîå, ïîòîìó ÷òî ñèëû äàâëåíèÿ, âÿçêîñòè è
èíåðöèè óðàâíîâåøèâàþò äðóã äðóãà (ñì. (4.5)):

Fè − + =grad p µ∆v 0 .                                   (4.9)
Íåðàâåíñòâî (4.8) îçíà÷àåò, ÷òî ñèëû âÿçêîñòè çíà÷èòåëüíî ìåíüøå

ñèë èíåðöèè. Â ñëó÷àå òå÷åíèÿ æèäêîñòè ìåæäó ïëàñòèíàìè ñèëû èíåðöèè
ïðè èñêðèâëåíèè òðóáîê òîêà æèäêîñòè

Fè
= − −ρ ρ

dv
dt

v
h

~
2

,                                 (4.10)

ãäå 
v
h

2

 � õàðàêòåðíîå öåíòðîñòðåìèòåëüíîå óñêîðåíèå. Â îáùåì ñëó÷àå ñèëû

èíåðöèè îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíû ïîïåðå÷íîìó ðàçìåðó ïîòîêà è ïðîïîðöèî-
íàëüíû êâàäðàòó ñêîðîñòè. Ñ ó÷åòîì îöåíîê (4.6) è (4.10) óñëîâèå (4.8) ïåðå-
ïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ðèñ. 4.5

p

p
1

2
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µ

ρ

µ
ρ

v

h
v
h

vh

2

2

1
1= = <

Re
.                                           (4.11)

Çäåñü 
µ

ρ= vh
Re  � ÷èñëî Ðåéíîëüäñà, õàðàêòåðèçóþùåå îòíîøåíèå ñèë èíåð-

öèè è ñèë âÿçêîñòè. Òàêèì îáðàçîì, òåêóùóþ æèäêîñòü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê íåâÿçêóþ, åñëè ÷èñëî Ðåéíîëüäñà äëÿ òàêîãî òå÷åíèÿ Re>1. Îäíàêî è â
ýòîì ñëó÷àå âÿçêîñòü èãðàåò âñïîìîãàòåëüíóþ ðîëü. Ïðè íå î÷åíü âûñîêèõ
ñêîðîñòÿõ òå÷åíèÿ ñèëû âÿçêîñòè «ãàñÿò» êîìïîíåíòû ñêîðîñòè æèäêîñòè,
ïîïåðå÷íûå ê ïîòîêó, ïðåïÿòñòâóÿ, òåì ñàìûì, âîçíèêíîâåíèþ íåóñòîé÷è-
âîãî òå÷åíèÿ è îáåñïå÷èâàÿ ëàìèíàðíîñòü ïîòîêà.

Äàäèì íåêîòîðûå îöåíêè òå÷åíèÿ æèäêîñòè ïî êðóãëîé òðóáå ðàäèóñà R.

×èñëî Ðåéíîëüäñà â ýòîì ñëó÷àå 
µ

ρ= vR
Re . Åñëè ïðèíÿòü ðàäèóñ òðóáû R = 1 ñì

è ñêîðîñòü òå÷åíèÿ v = 1 ñì/ñ, òî äëÿ âîäû (ρ = 103 êã/ì3, µ = 1,15 · 10�3 êã/(ì·ñ)
ïðè t = 150Ñ) ÷èñëî Re = 86. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèëû âÿçêîñòè íå ñóùåñòâåí-
íû, è âîäó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåâÿçêóþ æèäêîñòü. Îäíàêî ýòî ïðèáëè-
æåíèå ñòàíîâèòñÿ íåñïðàâåäëèâûì, åñëè ðàäèóñ òðóáêè óìåíüøèòü íà äâà
ïîðÿäêà, è Re=0,86<1. Ïðè òàêîì òå÷åíèè ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèé è ñêîðî-
ñòåé â ïîòîêå óæå íå ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ Áåðíóëëè. Åùå â áîëüøåé
ñòåïåíè ýòî îòíîñèòñÿ ê âÿçêîìó ãëèöåðèíó (µ = 1,4 êã/(ì·ñ)). Ïðè òå÷åíèè
âîçäóõà ïî òðóáå (ρ = 1,3 êã/ì3, µ = 1,8⋅10-5 êã/(ì·ñ)) ÷èñëî Ðåéíîëüäñà
ïðèáëèçèòåëüíî íà ïîðÿäîê ìåíüøå åãî çíà÷åíèÿ äëÿ âîäû. Ýòî óêàçûâàåò íà
òî, ÷òî ñèëû âÿçêîñòè ïðè òå÷åíèè âîçäóõà è äðóãèõ ãàçîâ èãðàþò áóëüøóþ
ðîëü, ÷åì ïðè òå÷åíèè âîäû.

Òå÷åíèå âÿçêîé æèäêîñòè. Ôîðìóëà Ïóàçåéëÿ.
Ðàññìîòðèì òå÷åíèå âÿçêîé æèäêîñòè, îáðàòèâøèñü íåïîñðåäñòâåííî

ê îïûòó. Ïîäñîåäèíèì òîíêóþ ãîðèçîíòàëüíóþ ñòåêëÿííóþ òðóáó ñ âïàÿí-
íûìè â íåå âåðòèêàëüíûìè ìàíîìåòðè÷åñêèìè òðóáêàìè ïðè ïîìîùè ðåçè-
íîâîãî øëàíãà ê âîäîïðîâîäíîìó êðàíó (ðèñ. 4.6). Ïðè íåáîëüøîé ñêîðîñòè
òå÷åíèÿ õîðîøî âèäíî ïîíèæåíèå óðîâíÿ âîäû â ìàíîìåòðè÷åñêèõ òðóáêàõ â
íàïðàâëåíèè òå÷åíèÿ (h1>h2>h3). Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, óêàçûâàåò íà íàëè÷èå
ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ âäîëü
îñè òðóáêè � ñòàòè÷åñêîå
äàâëåíèå â æèäêîñòè
óìåíüøàåòñÿ ïî ïîòîêó.
Ïðè ðàâíîìåðíîì ïðÿìî-
ëèíåéíîì òå÷åíèè æèäêî-
ñòè ñèëû äàâëåíèÿ óðàâíî-
âåøèâàþòñÿ ñèëàìè âÿçêî-
ñòè. Óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòî-
êñà äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ çàïè-
øåòñÿ â âèäå

Ðèñ. 4.6

h
h

h

1

2

3
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0 pgrad =∆µ+− v .                         (4.12)
Ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè ïî-

òîêà âÿçêîé æèäêîñòè ìîæíî íàáëþäàòü ïðè åå âûòåêàíèè èç
âåðòèêàëüíîé òðóáêè ÷åðåç óçêîå îòâåðñòèå (ðèñ. 4.7). Åñëè,
íàïðèìåð, ïðè çàêðûòîì êðàíå Ê íàëèòü âíà÷àëå íåïîäêðà-
øåííûé ãëèöåðèí, à çàòåì ñâåðõó îñòîðîæíî äîáàâèòü ïîä-
êðàøåííûé, òî â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ ãðàíèöà ðàçäåëà Ã
áóäåò ãîðèçîíòàëüíîé. Åñëè êðàí Ê îòêðûòü, òî ãðàíèöà ïðè-
ìåò ôîðìó, ïîõîæóþ íà ïàðàáîëîèä âðàùåíèÿ. Ýòî óêàçûâàåò
íà ñóùåñòâîâàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé â ñå÷åíèè òðóáêè
ïðè âÿçêîì òå÷åíèè ãëèöåðèíà. Ýòî ðàñïðåäåëåíèå ìîæíî íàé-
òè, ïðîèíòåãðèðîâàâ óðàâíåíèå (4.12), çàïèñàííîå â öèëèí-
äðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (x, r). Îäíàêî ìîæíî ïîñòóïèòü è ïðî-
ùå. Ïðèðàâíÿåì íóëþ ñóììó ñèë âÿçêîñòè è äàâëåíèÿ, äåé-
ñòâóþùèõ íà öèëèíäðè÷åñêèé îáúåì æèäêîñòè ðàäèóñà r è
äëèíîé dx (ðèñ. 4.8):

( ) 0
dr
dv

rdx2r)dxx(p)x(p 2 =πµ+π+− .                             (4.13)

Îòìåòèì, ÷òî ðàâ-
íîäåéñòâóþùàÿ ñèë äàâëå-
íèÿ íàïðàâëåíà ïî ïîòîêó
(âäîëü îñè x), à ñèëà âÿç-
êîãî òðåíèÿ, ïðèëîæåííàÿ
ê áîêîâîé ïîâåðõíîñòè âû-
äåëåííîãî öèëèíäðà �
ïðîòèâ ïîòîêà, ïîñêîëüêó
dv/dr<0. Ïðîèçâåäÿ ñîêðà-
ùåíèå è ðàçäåëèâ (4.13) íà
dx, ïîëó÷àåì

0
dr
dv

r
2

dx
dp =µ+− .                                          (4.14)

Âåëè÷èíà ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ 
dx
dp

 â (4.14) íå çàâèñèò îò ðàäèóñà r, ò.ê. äàâëå-

íèå p = p(x) è â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè x = const íå ìåíÿåòñÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò
ïðîèíòåãðèðîâàòü (4.14):

∫ ∫µ=
r

R

v

0

dv2rdr
dx
dp

.                                      (4.15)

Óðàâíåíèå (4.15) äàåò âîçìîæíîñòü ðàññ÷èòàòü ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé )r(v
ïðè óñëîâèè, ÷òî ó ñòåíîê òðóáû ýòà ñêîðîñòü ðàâíà íóëþ. Èç (4.15) ïîëó÷àåì

( )22 rR
dx
dp

4
1

)r(v −
µ

−= .                                   (4.16)

Äàâëåíèå ðàâíîìåðíî ïàäàåò â íàïðàâëåíèè îñè x, ïîýòîìó 0
dx
dp >−

r

x

v(r)

r

l

dx

P(x)

P(x+dx)

R

0

Ðèñ. 4.7

Ðèñ. 4.8

Ã

Ê
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è íå çàâèñèò îò x. Ïàðàáîëè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé (4.16) â îäíîì
èç ñå÷åíèé òðóáû èçîáðàæåíî íà ðèñ. 4.8. Ïîòîê âåêòîðà ñêîðîñòè ÷åðåç
ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå òðóáû, èëè îáúåì æèäêîñòè, ïðîòåêàþùåé ÷åðåç ñå-
÷åíèå â åäèíèöó âðåìåíè (íà ïðàêòèêå óïîòðåáëÿþò òåðìèí «ðàñõîä æèä-
êîñòè») îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì

N vdS v r rdr
R dp

dxv

R

= = = −



∫ ∫ ( )2

80

4

π π
µ .                         (4.17)

Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé ðàñõîä æèäêîñòè îïðåäåëÿþò ïî ôîðìóëå Ïóàçåéëÿ

N
R p p

V =
−π

µ

4
1 2

8 l
.                                         (4.18)

Çäåñü ðàñõîä âîäû NV ïðîïîðöèîíàëåí ðàçíîñòè äàâëåíèé p1 � p2 íà êîíöàõ

òðóáû äëèíîé l . Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà ñóùåñòâåííóþ çàâèñèìîñòü
ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè òðóáû îò åå ðàäèóñà R. Ïðè çàäàííîì äàâëåíèè íà
âõîäå âîäîïðîâîäíîé ñåòè óâåëè÷åíèå äèàìåòðà òðóá âäâîå ïðèâîäèò ê óâå-
ëè÷åíèþ èõ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè â 16 ðàç!

Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé Ïóà-
çåéëÿ, ìîæíî îïðåäåëèòü âÿçêîñòü
æèäêîñòè. Òàê, íàïðèìåð, â îïûòå,
èçîáðàæåííîì íà ðèñ. 4.6, ëåãêî èç-
ìåðèòü ðàçíîñòü äàâëåíèé è ðàñõîä
æèäêîñòè è ïðè èçâåñòíîì ðàäèóñå
ãîðèçîíòàëüíîé òðóáêè ðàññ÷èòàòü
âÿçêîñòü æèäêîñòè. Îäíàêî áîëåå
óäîáíî âÿçêîñòü æèäêîñòè îïðåäå-
ëÿòü ïî ìåòîäó Ñòîêñà, èçìåðÿÿ âðå-
ìÿ ïàäåíèÿ øàðèêà â ýòîé æèäêî-
ñòè (ñì. íèæå).

Ïàðàáîëè÷åñêèé ïðîôèëü ñêîðîñòè ñëîåâ, êàê íåòðóäíî ïîäñ÷èòàòü,
áóäåò è ïðè òå÷åíèè æèäêîñòè ìåæäó äâóìÿ ïëàñòèíàìè, êàê èçîáðàæåíî

íà ðèñ. 4.4. Åñëè ýòîò ðèñóíîê ðàçðåçàòü ïîñåðåäèíå íà âûñîòå 2
h  è íàêëî-

íèòü íèæíþþ ïëàñòèíó ïîä óãëîì α , òî ìû ïîëó÷èì êàðòèíó òå÷åíèÿ âîäû
â ðåêå ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè (ðèñ. 4.9). Ïðè ðàñ÷åòå ïðîôèëÿ ñêîðîñòåé

òå÷åíèÿ âìåñòî ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ 
dx
dp

 ìîæíî èñïîëüçîâàòü êîìïîíåíòó ñèëû

òÿæåñòè αρ= singFx .

Ëàìèíàðíîå è òóðáóëåíòíîå òå÷åíèå.
Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê âîïðîñó îá óñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ æèäêîñòè ïî

òðóáàì. Ñ ýòîé öåëüþ ïîñòàâèì ñëåäóþùèé ýêñïåðèìåíò. Ïóñòü æèäêîñòü âû-
òåêàåò èç ñîñóäà ÷åðåç ãîðèçîíòàëüíóþ ñòåêëÿííóþ òðóáêó (ðèñ. 4.10). Äëÿ
êîíòðîëÿ çà õàðàêòåðîì òå÷åíèÿ áóäåì ïðè ïîìîùè êàïèëëÿðà âïóñêàòü òó
æå, íî îêðàøåííóþ æèäêîñòü âî âõîäíîå ñå÷åíèå òðóáêè.

Â ñëó÷àå ìàëîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ òðóáêè è íå î÷åíü áîëüøîé ñêî-
ðîñòè òå÷åíèÿ îêðàøåííàÿ ñòðóéêà äâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî ñòðîãî âäîëü îñè

xα

Ðèñ. 4.9
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òðóáêè (ñèòóàöèÿ à íà ðèñ. 4.10).
Ïðè áîëüøåì ñå÷åíèè èëè ïðè
óâåëè÷åíèè ñêîðîñòè íàáëþäà-
åòñÿ íåðåãóëÿðíîå äâèæåíèå,
êîãäà ñòðóéêà ðàçáèâàåòñÿ íà
ìíîæåñòâî èçâèëèñòûõ ñòðóåê
(ñèòóàöèÿ á). Â ïåðâîì ñëó÷àå
äâèæåíèå íàçûâàåòñÿ ñëîèñ-
òûì, èëè ëàìèíàðíûì, à âî
âòîðîì � òóðáóëåíòíûì. Ïðè
ëàìèíàðíîì òå÷åíèè ñèëû âÿç-
êîñòè ñãëàæèâàþò áîêîâûå äâè-
æåíèÿ æèäêîñòè, âîçíèêàþùèå
âñëåäñòâèå ôëóêòóàöèé è ðàç-
ëè÷íûõ íåðîâíîñòåé ñòåíîê

òðóáû. Ïðè íåäîñòàòî÷íîé âÿçêîñòè ñëó÷àéíûå áîêîâûå äâèæåíèÿ æèäêîñòè
óñèëèâàþòñÿ, ñïîñîáñòâóÿ òåì ñàìûì âîçíèêíîâåíèþ òóðáóëåíòíîñòè. Ïåðå-
õîä îò ëàìèíàðíîãî òå÷åíèÿ ê òóðáóëåíòíîìó ïðîèñõîäèò ïðè íåêîòîðîì
÷èñëå Ðåéíîëüäñà, ïîëó÷èâøåì íàçâàíèå êðèòè÷åñêîãî:

Re ð
ð

ê
ê

vR=








ρ
µ .                                           (4.19)

Çíà÷åíèå ýòîãî êðèòè÷åñêîãî ÷èñëà ñèëüíî çàâèñèò îò ôîðìû âõîäíîé ÷àñòè
òðóáû. Â ñëó÷àå çàêðóãëåííîãî êîíöà, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 4.10, òå÷åíèå îñòàåòñÿ
ëàìèíàðíûì âïëîòü äî áîëüøèõ ÷èñåë Ðåéíîëüäñà. Îáëàñòü êðèòè÷åñêèõ ÷èñåë
Reêð ëåæèò ìåæäó çíà÷åíèÿìè 1200 (íåçàêðóãëåííûé âõîä) è 20000 (çàêðóãëåí-
íûé âõîä). Ïîýòîìó â ëèòåðàòóðå ïðèâîäÿòñÿ âåñüìà ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ Reêð.

Ïðè óñòàíîâèâ-
øåìñÿ òóðáóëåíòíîì òå-
÷åíèè ñêîðîñòü â äàí-
íîé òî÷êå ñëó÷àéíûì
îáðàçîì ìåíÿåòñÿ ñî
âðåìåíåì, îäíàêî ñðåä-

íÿÿ ñêîðîñòü v  íà-

ïðàâëåíà� âäîëü îñè òðó-
áû. Îíà îñòàåòñÿ ïîñòî-
ÿííîé ïî ñå÷åíèþ òðó-

áû, è òîëüêî â î÷åíü òîíêîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå ñïàäàåò äî íóëÿ ó åå ñòå-
íîê. Íà ïðàêòèêå äëÿ ðàñ÷åòà òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ æèäêîñòè ïî òðóáå
èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà

R
vkpp

2
21

lρ=− ,                                  (4.20)

â êîòîðîé k � áåçðàçìåðíûé ãèäðàâëè÷åñêèé êîýôôèöèåíò.
Ñðåäíÿÿ æå ïî ñå÷åíèþ ñêîðîñòü ëàìèíàðíîãî òå÷åíèÿ èç ôîðìóëû

Ïóàçåéëÿ (4.18) ïîëó÷àåòñÿ ðàâíîé

v
N

R

R p pv= =
−

π µ2

2
1 2

8 l
.                               (4.21)

Ðèñ. 4.10

à

á

R

l

p < >v p
1 2

Ðèñ. 4.11
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Ðàçíîñòü äàâëåíèé êàê ôóíêöèÿ ñêîðîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

R
v

R
8

pp 21
lµ=− .                                 (4.22)

Åñëè ñðàâíèòü ïåðåïàäû äàâëåíèé äëÿ òóðáóëåíòíîãî (4.20) è ëàìè-
íàðíîãî (4.22) òå÷åíèé, òî ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîâûøåíèå ñêîðîñòè ïðîêà÷êè
æèäêîñòè ïî òðóáàì ïðè òóðáóëåíòíîì òå÷åíèè ïîòðåáóåò çíà÷èòåëüíî áîëü-
øåãî óâåëè÷åíèÿ ïåðåïàäà äàâëåíèé, ÷åì ïðè ëàìèíàðíîì. Èçâåñòåí èñòîðè-
÷åñêèé ôàêò ïðîêëàäêè íåôòåïðî-
âîäà â Ðîññèè, ñïðîåêòèðîâàííîãî
íà îñíîâå ôîðìóëû (4.20). Îäíàêî
ïðè ïðèëîæåííîé ðàçíîñòè äàâëå-
íèé ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü íåô-
òåïðîâîäà îêàçàëàñü âûøå ðàñ÷åò-
íîé. Îøèáêà ïðîåêòà (ê ñ÷àñòüþ,
óäà÷íàÿ) ñîñòîÿëà â òîì, ÷òî, íå-
ñìîòðÿ íà áîëüøîé äèàìåòð òðóá,
òå÷åíèå âÿçêîé íåôòè ïî íèì áûëî
ëàìèíàðíûì, è ïðîïóñêíàÿ ñïîñîá-
íîñòü íåôòåïðîâîäà äîëæíà áûëà áû
ðàññ÷èòûâàòüñÿ ïî ôîðìóëå (4.22).
Ôîðìóëû (4.20) è (4.22) ìîæíî
îáúåäèíèòü â îäíó, åñëè ïðèíÿòü,
÷òî áåçðàçìåðíûé ãèäðàâëè÷åñêèé
êîýôôèöèåíò â (4.20) çàâèñèò îò
÷èñëà Ðåéíîëüäñà:

Re
8

kk 0 +=              .

Òîãäà ïðè Re > Reêð êîýôôèöèåíò k≅k0, è òå÷åíèå òóðáóëåíòíîå. Íàïðîòèâ,

ïðè 1Re ≤  Re
8k ≅ , è ôîðìóëà (4.20) ïåðåõîäèò â (4.22). Íà ðèñ. (4.12) èçîá-

ðàæåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè ïåðåïàäà äàâëåíèÿ â òðóáàõ îò ñêîðîñòè òå÷åíèÿ.
Îäíàêî, åñëè äâèãàòü òðóáó îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé æèäêîñòè, òî êðè-
âóþ íà ðèñ. 4.12 ñ èçâåñòíîé íàòÿæêîé ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê çàâèñè-
ìîñòü ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ, ïðèõîäÿùåéñÿ íà åäèíèöó ïëîùàäè áîêîâîé ïî-
âåðõíîñòè òðóáû, îò ñêîðîñòè åå äâèæåíèÿ â æèäêîñòè. Ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ
ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè, à ïðè áîëüøèõ � êâàäðàòó
ñêîðîñòè.

Ïðè ñâîáîäíîì ëàìèíàðíîì òå÷åíèè æèäêîñòè (â îòñóòñòâèå íàïðàâ-
ëÿþùèõ ïîâåðõíîñòåé) ðàçâèâàþòñÿ íåóñòîé÷èâîñòè, è ëàìèíàðíîå òå÷åíèå
ïåðåõîäèò â òóðáóëåíòíîå. Íà ðèñ. 4.13. ïðåäñòàâëåíî èçîáðàæåíèå ñòðóè æèä-
êîñòè (÷èñëî Ðåéíîëü-
äñà Re = 250). Õîðîøî
âèäíî, ÷òî òå÷åíèå îò
ëàìèíàðíîãî ðåæèìà
÷åðåç ïåðåõîäíûé
òðàíñôîðìèðóåòñÿ â
òóðáóëåíòíûé. Äî íà-
ñòîÿùåãî âðåìåíè íåò

Ðèñ. 4.12
<v>

~<v>

~<v>

p  �1 p
2

2

Ðèñ. 4.13
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ÿñíîãî ïîíèìàíèÿ âñåõ ñòàäèé ðàçâèòèÿ òóðáóëåíòíîñòè. Êëàññè÷åñêàÿ ëè-
íåéíàÿ òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè äàåò êà÷åñòâåííî âåðíîå îïèñàíèå íà÷àëüíîé
ñòàäèè ðàçðóøåíèÿ ëàìèíàðíîñòè. ßñíî, ÷òî ïåðåõîä ê òóðáóëåíòíîìó òå÷å-
íèþ ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûì ïðîöåññîì, è òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè
äîëæíà áàçèðîâàòüñÿ íà àíàëèçå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè.

Îòìåòèì, ÷òî â îáëàñòè ëàìèíàðíîãî òå÷åíèÿ ëèíèè òîêà ïðàêòè÷åñ-
êè ïàðàëëåëüíû. Ïîëå ñêîðîñòåé ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì (ïî àíàëîãèè ñ
îäíîðîäíûì ïîëåì ñèëû òÿæåñòè). Îïèñàíèå òå÷åíèÿ ìîæåò áûòü çíà÷èòåëü-
íî ïðîùå, åñëè èñïîëüçîâàòü ïîòåíöèàë ñêîðîñòåé

rrvr
r

r

d)()(
0

∫=Φ .                                          (4.23)

Â ðÿäå çàäà÷ ïðîùå ðàññ÷èòàòü ñíà÷àëà ïîòåíöèàë ñêîðîñòåé, à çàòåì è ñêîðîñòü:

Φ−=  gradv                .
Â îáëàñòè òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ

íåâîçìîæíî îäíîçíà÷íî ââåñòè ïîòåíöè-
àë ñêîðîñòåé. Ñêîðîñòü òå÷åíèÿ v â êàæ-
äîé òî÷êå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé ôóíêöèåé
âðåìåíè, è íåîáõîäèìî ðàçâèâàòü ñòàòè-
ñòè÷åñêèé ïîäõîä ê îïèñàíèþ òóðáóëåí-
òíîãî òå÷åíèÿ.

Î÷åíü ïëîäîòâîðíûì ÿâëÿåòñÿ ïî-
íÿòèå âèõðÿ. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðå-
íèÿ âèõðåâîé õàðàêòåð òå÷åíèÿ èìååò ìå-
ñòî òîãäà, êîãäà îòëè÷íà îò íóëÿ «ðàáîòà»
âåêòîðà ñêîðîñòè v ïî çàìêíóòîìó êîíòó-
ðó, ïîëó÷èâøàÿ íàçâàíèå öèðêóëÿöèè:

G = ¹ò v d l 0
l

.                       (4.24)

Íà ðèñ. 4.14 ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåíû ëèíèè òîêà â ôèêñèðîâàííûé
ìîìåíò âðåìåíè ïðè òóðáóëåíòíîì òå÷åíèè è ïîêàçàí êîíòóð l , ïî êîòîðî-

ìó âû÷èñëÿåòñÿ èíòåãðàë (4.24). Ñèìâîë ∫ îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå ïðî-

èçâîäèòñÿ ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó. Åñëè ðàçìåðû êîíòóðà ñòÿãèâàòü â òî÷êó, òî
â ýòîé òî÷êå èíòåíñèâíîñòü âèõðåîáðàçíîãî òå÷åíèÿ áóäåò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ
ðîòîðîì âåêòîðà ñêîðîñòè â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì

( )rot 
Sn S

v =
→

lim
∆

Γ
∆0

.                                         (4.25)

Çäåñü S∆  � ïëîùàäü ìàëåíüêîãî êîíòóðà, n � íîðìàëü ê ýòîé ïëîùàäêå,
íàïðàâëåííàÿ òóäà æå, êóäà è îñòðèå áóðàâ÷èêà, ðóêîÿòêà êîòîðîãî âðàùà-
åòñÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îáõîäà êîíòóðà. Ôîðìóëà (4.25) äàåò
ëèøü çíà÷åíèå ïðîåêöèè âåêòîðà rot v íà íàïðàâëåíèå íîðìàëè, ïîñêîëüêó
êîíòóð îðèåíòèðîâàí ïðîèçâîëüíî. ×òîáû ðàññ÷èòàòü êîìïîíåíòû âåêòîðà
rot v, íàäî âû÷èñëèòü öèðêóëÿöèè ïî êîíòóðàì, íîðìàëè ê êîòîðûì ñîâïà-
äàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè îñÿìè êîîðäèíàò.

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ê ñêàçàííîìó ïîäñ÷èòàåì ðîòîð âèõðåâîãî
òå÷åíèÿ âîäû âáëèçè âûïóñêíîãî îòâåðñòèÿ âàííû. Åñëè ïðèíÿòü, ÷òî ÷àñòè-

Ðèñ. 4.14

v
dl

∆S
l
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öû äâèæóòñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω , òî öèðêóëÿöèÿ âåêòîðà ñêîðîñòè ïî
êîíòóðó ðàäèóñà r ñ öåíòðîì íà îñè ñëèâíîãî îòâåðñòèÿ è ëåæàùåìó â ïëîñ-
êîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ýòîé îñè, ðàâíà

ωπ=πω=π⋅=Γ 2r2r2rr2v .                                (4.26)
Ïðè òàêîé îðèåíòàöèè êîíòóðà âåêòîð rot v áóäåò íàïðàâëåí ïî íîðìàëè n ê
êîíòóðó è ðàâåí

rot
S

r

r
v n n= = =

Γ
∆

2
2

2

2

π ω
π

w .                               (4.27)

Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëó äëÿ âåêòîðà rot v â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ:

rot 
v

z z
v
x

v
y

y z xv i j k=
v
y

v v

x
z x y∂

∂
∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

−






 + −





+ −






 .               (4.28)

Çäåñü i, j è k - åäèíè÷íûå âåêòîðû âäîëü ñîîòâåòñòâóþùèõ äåêàðòîâûõ îñåé
êîîðäèíàò. Æåëàþùèå ìîãóò ïîäñ÷èòàòü (4.27), ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (4.28).

Î òóðáóëåíòíîñòè àòìîñôåðû.
Ïðè îïèñàíèè àòìîñôåðû ìû îòìå÷àëè, ÷òî â íèæíåì (ïðèçåìíîì)

ñëîå ïðîèñõîäèò èíòåíñèâíîå êîíâåêòèâíîå ïåðåìåøèâàíèå âîçäóõà. Ñêîðîñòü
âîçäóøíûõ ïîòîêîâ â êàæäîé òî÷êå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé ôóíêöèåé âðåìåíè.
Ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ, íàïðèìåð, îïòè÷åñêèì ÿâëåíèåì ìåðöàíèÿ çâåçä, ñâåò
îò êîòîðûõ ðàññåèâàåòñÿ íà ñëó÷àéíûõ îáëàñòÿõ ñ ïîâûøåííîé è ïîíèæåííîé
ïëîòíîñòüþ àòìîñôåðû. Ýòî ÿâëåíèå àíàëîãè÷íî äðîæàíèþ è èñêàæåíèþ îáúåê-
òîâ, íàáëþäàåìûõ ÷åðåç ïðîñòðàíñòâî ñ ñèëüíûì èñïàðåíèåì âîäû ïîñëå äîæ-
äÿ â òåïëóþ ïîãîäó èëè áåíçèíà íà àâòîçàïðàâî÷íûõ ñòàíöèÿõ.

Âàðèàöèè ñêîðîñòè â òóðáóëåíòíûõ ïîòîêàõ àòìîñôåðû òàêæå ÿâëÿ-
þòñÿ ñëó÷àéíûìè, ïîýòîìó îïèñàíèå äâèæåíèÿ àòìîñôåðû òðåáóåò ñòàòèñ-
òè÷åñêîãî ïîäõîäà. Â ïîëíîì îáúåìå îñóùåñòâèòü òàêîå îïèñàíèå íåâîçìîæíî.
Î÷åíü ïëîäîòâîðíûì ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå òóðáóëåíòíûõ ïîòîêîâ â âèäå

ñîâîêóïíîñòè âèõðåé ñ ðàçìåðàìè îò 0l ~ 1 ìì äî L0~ 1 ì. Õàðàêòåðíûå ðàçìå-

ðû 0l  è L0 íîñÿò íàçâàíèå âíóòðåííåãî è âíåøíåãî ìàñøòàáîâ òóðáóëåíòíî-
ñòè, ïðè÷åì îáå âåëè÷èíû âîçðàñòàþò ïðè óäàëåíèè îò ïîâåðõíîñòè Çåìëè.

Âíóòðåííèé ìàñøòàá âîçíèêàåò êàê ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðàñ-
ïàäà áîëüøèõ, íî íåóñòîé÷èâûõ âèõðåé íà áîëåå ìåëêèå, êîòîðûå, â ñâîþ
î÷åðåäü, ðàñïàäàþòñÿ äàëüøå âïëîòü äî âèõðåé ðàçìåðîì ïîðÿäêà íåñêîëü-
êèõ ìèëëèìåòðîâ. Îöåíêó âåëè÷èíû âíóòðåííåãî ìàñøòàáà ìîæíî ïîëó÷èòü
èç ñëåäóþùèõ ïðîñòûõ ñîîáðàæåíèé. Åñëè â ïîòîêå, äâèæóùåìñÿ ñî ñêîðîñ-
òüþ v, èìååòñÿ íåîäíîðîäíîñòü ñ ëèíåéíûì ðàçìåðîì ~ l , òî êèíåòè÷åñêàÿ
ýíåðãèÿ, ïåðåíîñèìàÿ íåîäíîðîäíîñòüþ,

E
mv

vk =
2

3 2

2
~ ρl .                                         (4.29)

Èç-çà íàëè÷èÿ âÿçêîñòè ÷àñòü ýòîé ýíåðãèè äèññèïèðóåò â òåïëî. Åñëè íåî-
äíîðîäíîñòü ñìåùàåòñÿ íà ðàññòîÿíèå ~ l , òî êîëè÷åñòâî òåïëà Q ðàâíî ðà-
áîòå ñèë âÿçêîãî òðåíèÿ

Q F
v

S vò= ⋅ð l
l

l l~ ~µ µ 2 .                                   (4.30)
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Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî 
dv
d

v
l l

~ ;  S ~ 2
l  � ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè íåîäíîðîäíîñòè, ê

êîòîðîé ïðèëîæåíà ñèëà âÿçêîñòè. Îòíîøåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ê êî-
ëè÷åñòâó òåïëîòû ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíî ÷èñëó Ðåéíîëüäñà:

Re
v

Q
Ek =

µ
ρ≅ l .                                        (4.31)

Åñëè Ek>Q (Re>1), òî ñèëû
èíåðöèè ïðåâîñõîäÿò ñèëû âÿç-
êîñòè. Â òàêîì èíòåðâàëå ñêîðî-
ñòåé, íàçûâàåìûì èíåðöèîí-
íûì èíòåðâàëîì, âèõðè ðàñïà-
äàþòñÿ íà áîëåå ìåëêèå, ó êî-
òîðûõ ÷èñëî Ðåéíîëüäñà Re ~ 1.
Ïðè ìèíèìàëüíûõ ñêîðîñòÿõ òå-
÷åíèÿ v ~ 1 ñì/ñ òàêîìó ÷èñëó

Ðåéíîëüäñà ñîîòâåòñòâóåò l  ~ 1
ìì, ÷òî ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû
ñîâïàäàåò ñ âíóòðåííèì ìàñø-
òàáîì òóðáóëåíòíîñòè.

À.Í. Êîëìîãîðîâ ðàññìîòðåë èçìåíåíèå âî âðåìåíè ðàçíîñòè ñêîðîñ-
òåé â òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà, ðàçíåñåííûõ íà ðàññòîÿíèå l  (ðèñ. 4.15). Îí óñòà-

íîâèë, ÷òî ñðåäíèé êâàäðàò ðàçíîñòè ñêîðîñòåé ( )[ ]v r v r+ −l ( )
2

 ìîæíî

îïèñàòü óíèâåðñàëüíîé çàâèñèìîñòüþ â èíåðöèîííîì èíòåðâàëå l 0 0< <l L .

Äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ñêîðîñòè, íàïðàâëåííûõ âäîëü l,

[ ]D Cvll l l
l= + − =v r v r( ) ( ) /

l
2 2 2 3

.                            (4.32)

Ôóíêöèÿ 
ll

D  íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðíîé ôóíêöèåé ïóëüñàöèé ñêîðîñòè

è îïèñûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíîé çàâèñèìîñòüþ l2 3/ . Îíà íå çàâèñèò îò r âñëåä-
ñòâèå ñòàòèñòè÷åñêîé îäíîðîäíîñòè ïóëüñàöèé ñêîðîñòè, è íå çàâèñèò òàêæå
îò íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà l , à òîëüêî îò åãî âåëè÷èíû l . Ïîñëåäíåå ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì ñòàòèñòè÷åñêîé èçîòðîïíîñòè òóðáóëåíòíîñòè. Ñòðóêòóðíàÿ ôóí-

êöèÿ äëÿ ïîïåðå÷íûõ êîìïîíåíò vt [ ]Dtt t t= + −v r v r( ) ( )l
2

 ñ ó÷åòîì íåñæè-

ìàåìîñòè àòìîñôåðû (div v = 0) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç 
ll

D  ñëåäóþùèì îáðàçîì:

( )
ll

l
ll

D
d
d

2
1

D 2
tt = .                                     (4.33)

2
vC  íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðíîé ïîñòîÿííîé ñêîðîñòè è ñâÿçàíà ñ ýíåðãèåé òóð-

áóëåíòíîãî äâèæåíèÿ.

Ââåäåííàÿ âûøå ôóíêöèÿ ñêîðîñòåé 
ll

D  ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòàòü ñòðóê-
òóðíóþ ôóíêöèþ ôëóêòóàöèé òåìïåðàòóðû, òàêæå ïîä÷èíÿþùóþñÿ çàêîíó
«2/3»:

Ðèñ. 4.15

z

v

r

v l
v

v r( ) v r( + )l

r+l

v
t

l

l

t

x
y
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[ ]D T T CTT T= + − =( ) ( ) /r rl
2 2 2 3

l .                          (4.34)

Âûâîä ýòîé ôîðìóëû ìîæåò áûòü âûïîë-
íåí íà îñíîâå óñðåäíåíèÿ ðåøåíèé óðàâ-
íåíèé ãèäðîäèíàìèêè è òåïëîïåðåíîñà
ïðè ó÷åòå (4.32), ÷òî âûõîäèò çà ðàìêè
íàøåãî êóðñà.

Ñòðóêòóðíàÿ ïîñòîÿííàÿ òåìïåðà-

òóðû 2
TC  ìîæåò áûòü ðàññ÷èòàíà, åñëè

èçìåðèòü ìèêðîïóëüñàöèè òåìïåðàòóðû
ñ ïîìîùüþ ÷óâñòâèòåëüíûõ äàò÷èêîâ,
ðàçíåñåííûõ íà ðàññòîÿíèå l , è óñðåä-
íèòü ðåçóëüòàòû çà äëèòåëüíûé (ïîðÿäêà
1 ÷àñà) îòðåçîê âðåìåíè. Òàêèå äàò÷èêè
óñòàíàâëèâàþòñÿ íà ìà÷òàõ, øàðàõ-çîí-
äàõ è ñàìîëåòàõ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ øè-
ðîêîå ïðèìåíåíèå ïîëó÷èëè ìåòîäû àêó-

ñòè÷åñêîé ëîêàöèè, ïîçâîëÿþùèå èçó÷àòü âûñîòíóþ çàâèñèìîñòü 2
TC  âïëîòü

äî âûñîò ~1 êì. Ýòè ìåòîäû îñíîâàíû íà òîì, ÷òî ó÷àñòêè àòìîñôåðû ñ èíòåí-
ñèâíûìè ôëóêòóàöèÿìè òåìïåðàòóðû (è, ñëåäîâàòåëüíî, ïëîòíîñòè) ñèëüíåå
îòðàæàþò àêóñòè÷åñêèå èìïóëüñû, ÷åì ó÷àñòêè ñî ñëàáûìè òåìïåðàòóðíûìè
ôëóêòóàöèÿìè.

Âûñîòíàÿ çàâèñèìîñòü 2
TC , ïîëó÷åííàÿ àêóñòè÷åñêèì ìåòîäîì,

èçîáðàæåíà íà ðèñ. 4.16. Õîòÿ ôëóêòóàöèè òåìïåðàòóðû ñîñòàâëÿþò ñî-
òûå (è äàæå ìåíüøå) äîëè ãðàäóñà, òåì íå ìåíåå îíè ïðèâîäÿò ê çàìåò-

íûì ôëóêòóàöèÿì ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ n. Ñòðóêòóðíàÿ ôóíêöèÿ n
ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòåðèàëüíîãî óðàâíåíèÿ n = n(p, T) (p è T � ðàâíîâåñ-
íûå çíà÷åíèÿ äàâëåíèÿ è òåìïåðàòóðû) è òàêæå ïîä÷èíÿåòñÿ óíèâåð-
ñàëüíîìó çàêîíó «2/3»:

10 10
10

10

10

H,ì

Ñ   ,  Ê ì

�3 �2

�2/3

2

2 2
T

3

Ðèñ. 4.16

Ðèñ. 4.17
à á
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[ ]D n n Cnn n= + − =( ) ( ) /r rl
2 2 2 3

l .                              (4.35)

Âåëè÷èíà 2
nC  íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðíîé ïîñòîÿííîé ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ

è ëåæèò â ïðåäåëàõ 10�15 ì�2/3 < 2
nC  < 10�14 ì�2/3. Îíà ëåãêî ïîäñ÷èòûâàåòñÿ èç

óðàâíåíèÿ n = n(p, T), åñëè èçâåñòíà 2
TC .

Ôîðìóëà (4.35) èãðàåò ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü â çàäà÷àõ ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ ñâåòîâûõ âîëí ÷åðåç àòìîñôåðó, âûäåëåííûõ â ñàìîñòîÿòåëüíóþ íàóêó �
àòìîñôåðíóþ îïòèêó. Íà ðèñ. 4.17 (à) ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ ìãíîâåííîãî èçîáðàæåíèÿ çäàíèÿ Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòå-
òà, ðàññìàòðèâàåìîãî ÷åðåç òóðáóëåíòíóþ àòìîñôåðó â ïîäçîðíóþ òðóáó ñ
ðàññòîÿíèÿ â 20 êèëîìåòðîâ. Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ýòî èçîáðàæåíèå, ðàçóìååò-
ñÿ, áóäåò õàîòè÷åñêè ìåíÿòüñÿ. Îäíàêî ïðè èçâåñòíîì ðàñïðåäåëåíèè ôëóê-
òóàöèé ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíûõ ìåòîäîâ îáðà-
áîòêè èçîáðàæåíèé ìîæíî óñòðàíèòü òóðáóëåíòíûå èñêàæåíèÿ (ðèñ. 4.17 á).

Âçàèìîäåéñòâèå òåëà ñ ïîòîêîì èäåàëüíîé æèäêîñòè.
Îäíîé èç âàæíåéøèõ ïðîáëåì ãèäðî- è àýðîäèíàìèêè ÿâëÿåòñÿ âñå-

ñòîðîííåå èññëåäîâàíèå è óñòàíîâëåíèå îñíîâíûõ çàêîíîìåðíîñòåé âîçäåé-
ñòâèÿ ïîòîêîâ æèäêîñòè è ãàçà íà îáòåêàåìûå èìè òåëà. Ýòà îáëàñòü çíàíèé
ïðèîáðåëà èñêëþ÷èòåëüíîå çíà÷åíèå ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ãèäðîýëåêòðîñòàí-
öèé, âåòðÿíûõ äâèãàòåëåé, â òóðáèíîñòðîåíèè, àâèàöèè è äð.

Åùå Íüþòîíîì áûëà
ñôîðìóëèðîâàíà ïîëó÷èâøàÿ íà-
çâàíèå óäàðíîé òåîðèÿ, áàçèðó-
þùàÿñÿ íà ïðåäñòàâëåíèè âîçäó-
õà â âèäå îòäåëüíûõ íå ñâÿçàí-
íûõ äðóã ñ äðóãîì ìàòåðèàëüíûõ
÷àñòèö. Ñîãëàñíî ýòîé òåîðèè ñèëà
äàâëåíèÿ âîçäóøíîãî ïîòîêà íà
ïëîùàäêó S, íàêëîíåííóþ ïîä
óãëîì α  (óãëîì àòàêè) ê íàïðàâ-
ëåíèþ ïîòîêà, ðàâíà

αρ= 22 sinSvF .                                           (4.36)

Ýòà ôîðìóëà ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ïîäñ÷èòàòü èìïóëüñ, ïåðåäà-
âàåìûé ïëîùàäêå â åäèíèöó âðåìåíè ñòðóåé â ðåçóëüòàòå íåóïðóãèõ óäà-
ðîâ ñîñòàâëÿþùèõ åå ìàòåðèàëüíûõ ÷àñòèö (ðèñ. 4.18). Îïûòíàÿ ïðîâåðêà
ýòîé ôîðìóëû ïîêàçàëà, ÷òî îíà íåâåðíî îïèñûâàåò çàâèñèìîñòü ñèëû F
îò óãëà àòàêè. È òîëüêî ïðè ñêîðîñòÿõ ïîòîêà, çíà÷èòåëüíî áîëüøèõ ñêî-
ðîñòè çâóêà, ôîðìóëà Íüþòîíà îêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé, ÷òî ïîäòâåðæ-
äàåòñÿ îïûòíûì ïóòåì. Íà ñàìîì äåëå âåëè÷èíà ýòîé ñèëû ïðîïîðöèî-

íàëüíà αsin . Åñëè áû ôîðìóëà (4.36) áûëà âåðíà, òî ýòî îçíà÷àëî áû
íåâîçìîæíîñòü ïîëåòîâ íà àïïàðàòàõ òÿæåëåå âîçäóõà. Âñå ýòî ãîâîðèò î
òîì, ÷òî ìîäåëü âîçäóõà êàê ñîâîêóïíîñòè äèñêðåòíûõ ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ
íåâåðíîé. Ðåàëüíûå æå ñèëû ìîãóò áûòü ïîäñ÷èòàíû íà îñíîâå ãèäðîäèíà-
ìè÷åñêîãî ïîäõîäà, ó÷èòûâàþùåãî îáòåêàíèå òåëà äâèæóùèìñÿ ïîòîêîì
êîíòèíóàëüíîé ñðåäû.

v F

α
Ðèñ. 4.18
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Ïðîèëëþñòðèðóåì ñêàçàííîå
íà ïðîñòåéøåì ïðèìåðå. Ïóñòü â äâè-
æóùåìñÿ ñî ñêîðîñòüþ v0 ïîòîêå ïî-
ìåùåíû äèñê è øàð îäèíàêîâîãî ðà-
äèóñà r (ðèñ. 4.19). Â öåíòðå äèñêà â
òî÷êå K, íàçûâàåìîé êðèòè÷åñêîé,
ïîòîê îñòàíàâëèâàåòñÿ (v = 0), è äàâ-
ëåíèå, ñîãëàñíî óðàâíåíèþ Áåðíóë-
ëè, ðàâíî

2
v

pp
2
0

0k
ρ

+= .           (4.37)

Ýòî äàâëåíèå áîëüøå ñòàòè÷åñêîãî

äàâëåíèÿ p0 íà âåëè÷èíó 
2
v2

0ρ
, ïî-

ëó÷èâøóþ ðàíåå íàçâàíèå ãèäðîäè-
íàìè÷åñêîãî äàâëåíèÿ, èëè äèíàìè-
÷åñêîãî íàïîðà. Èç-çà ïîâîðîòà òðó-
áîê òîêà íà 900 äàâëåíèå â äðóãèõ òî÷-
êàõ íà ïîâåðõíîñòè äèñêà áóäåò òà-
êèì æå, êàê è â òî÷êå Ê. Ïîýòîìó,
åñëè ïîçàäè äèñêà äàâëåíèå ðàâíî p0,
òî ïîòîê äåéñòâóåò íà äèñê ñ ñèëîé

( )F p p r v Sk= − =0
2

0
21

2
π ρ .   (4.38)

Ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ ñèëà F , êîòî-

ðàÿ ìîæåò òðàêòîâàòüñÿ êàê ñèëà ëî-
áîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ïðè äâèæåíèè
äèñêà ñî ñêîðîñòüþ v0 â ïîòîêå, âäâîå
ìåíüøå ñèëû, âû÷èñëÿåìîé íà îñ-
íîâå óäàðíîé òåîðèè (ñì. (4.36) ïðè

1sin =α ). Åñëè òåïåðü â ïîòîê ïîìå-
ñòèòü øàð, òî ïî óäàðíîé òåîðèè íà
íåãî áóäåò äåéñòâîâàòü òà æå ñèëà,
÷òî è íà äèñê. Ïðè ãèäðîäèíàìè÷åñ-
êîì ïîäõîäå ýòà ñèëà áóäåò îòñóòñòâî-
âàòü âîâñå. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ñèì-
ìåòðè÷íîì ïîòîêå îòíîñèòåëüíî ñå-

÷åíèÿ Î1Î2 äàâëåíèÿ â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå Ì è ñèììåòðè÷íîé òî÷êå M′
áóäóò îäèíàêîâû, ïîñêîëüêó îäèíàêîâû ñêîðîñòè ïîòîêà â ýòèõ òî÷êàõ. Ðà-
âåíñòâî íóëþ ðåçóëüòèðóþùåé ñèëû ïðè ïëàâíîì (áåçîòðûâíîì) îáòåêàíèè
èäåàëüíîé æèäêîñòüþ øàðà, öèëèíäðà è äð. íàçûâàåòñÿ ïàðàäîêñîì Äàëàìáå-
ðà. Äàâëåíèå â ëþáîé òî÷êå ïîòîêà âáëèçè ïîâåðõíîñòè øàðà ìîæíî ðàññ÷è-
òàòü, ïîëüçóÿñü óðàâíåíèåì Áåðíóëëè:

2
v

2
v

pp
22

0
0

ρ−
ρ

+= .                                     (4.39)

Ðèñ. 4.19

v

v

p

p

O

O

p

0

0

1

2

0

0

0

r

K

K

M M´

K

r

à

á

A A´

K K´

Ðèñ. 4.20
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Íà ðèñ. 4.20 èçîáðàæåíî ðàñïðåäåëåíèå èçáûòî÷íûõ ñèë äàâëåíèÿ

0p pp −=σ , äåéñòâóþùèõ ïî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè øàðà. Ïðè ýòîì ñèëà

íàïðàâëåíà ê ïîâåðõíîñòè, åñëè p > p0, è îò ïîâåðõíîñòè ïðè p < p0. Îò-
ñóòñòâèå ñèë â òî÷êàõ À è A´ åñòü ðåçóëüòàò ðàâåíñòâà ñêîðîñòåé â ýòèõ

òî÷êàõ èñõîäíîé ñêîðîñòè ïîòîêà: 0AA vvv =′= .

Òåëî â ïîòîêå âÿçêîé æèäêîñòè. Ëîáîâîå ñîïðîòèâëåíèå.
Èç ïîâñåäíåâíîé ïðàêòèêè èçâåñòíî, ÷òî ïîòîê ðåàëüíîé æèäêîñòè

èëè ãàçà äåéñòâóåò ñ íåêîòîðîé ñèëîé íà òåëî, ïîìåùåííîå â ýòîò ïîòîê. Äëÿ
îñåñèììåòðè÷íîãî òåëà ñ îñüþ
ñèììåòðèè, íàïðàâëåííîé âäîëü
ïîòîêà, ýòà ñèëà òàêæå áóäåò íà-
ïðàâëåíà âäîëü ïîòîêà. Îíà ïî-
ëó÷èëà íàçâàíèå ñèëû ëîáîâîãî
ñîïðîòèâëåíèÿ.

Ýòà ñèëà âîçðàñòàåò ñ
óâåëè÷åíèåì ñêîðîñòè ïîòîêà
àíàëîãè÷íî ðîñòó ïåðåïàäà äàâ-
ëåíèé ïðè óâåëè÷åíèè ñêîðîñ-
òè òå÷åíèÿ æèäêîñòè ïî òðóáå
(ñì. ðèñ. 4.12). Îñíîâíûå ôèçè-
÷åñêèå ïðè÷èíû âîçíèêíîâåíèÿ
ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ìîæíî
óñòàíîâèòü íàèáîëåå ïðîñòî,
åñëè ðàññìîòðåòü îáòåêàíèå ïî-
òîêîì øàðà ðàäèóñà r. Íà ðèñ. 4.21.

èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòü ñèëû ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ îò ÷èñëà Ðåéíîëüäñà

µ
ρ= vr

Re . Ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ òå÷åíèÿ, êîãäà 210Re ≤ , F v~ . Ýòî ïðîèñ-

õîäèò ïîòîìó, ÷òî íà øàð äåéñòâóþò ñèëû âÿçêîñòè, âîçíèêàþùèå âñëåä-
ñòâèå ñóùåñòâîâàíèÿ òîíêîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ âáëèçè ïîâåðõíîñòè øàðà.
Ïðè òàêèõ ñêîðîñòÿõ ïðîèñõîäèò ëàìèíàðíîå (ñëîèñòîå) òå÷åíèå æèäêîñòè. Â
íàñòîÿùåå âðåìÿ õîðîøî ðàçâèòà òåîðèÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, êîòîðàÿ, â ÷àñ-
òíîñòè, ïîçâîëÿåò îöåíèòü åãî òîëùèíó ïî ôîðìóëå

Re

r≅δ .                                                     (4.40)

Ëèíåéíûé ó÷àñòîê êðèâîé, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå (4.21), îêàí÷è-

âàåòñÿ ïðè ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà 210Re ≅ . Äëÿ òàêèõ ÷èñåë Ðåéíîëüäñà òîëùèíà
ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ íà ïîðÿäîê ìåíüøå ðàäèóñà øàðà. Âíå ýòîãî ñëîÿ ðåàëü-
íàÿ æèäêîñòü òå÷åò òàê æå, êàê è èäåàëüíàÿ, îáòåêàÿ øàð ñèììåòðè÷íî.

Íàîáîðîò, ïðè ÷èñëàõ Re ~ 1 ãîâîðèòü î ïîãðàíè÷íîì ñëîå íåêîððåêòíî,
ò.ê. ãðàäèåíòû ñêîðîñòè ñóùåñòâåííû â îáëàñòè, ðàçìåðû êîòîðîé çíà÷èòåëüíî
áîëüøå ðàäèóñà øàðà. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ, íàïðèìåð, èìåëà ìåñòî ïðè âÿçêîì òå÷å-
íèè æèäêîñòè ïî òðóáàì ïðè 1Re ≤ . Òîãäà ãðàäèåíòû ñêîðîñòè (è ñèëû âÿçêîñòè)
áûëè ðàñïðåäåëåíû ïî âñåìó ñå÷åíèþ òðóáû (ñì. ôîðìóëó Ïóàçåéëÿ).

Ðèñ. 4.21

Re

F

10 2 3 4 50 10 10 10 10

2

2
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Ïðè ìàëûõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà ñèëà ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ äëÿ øàðà
ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó Ñòîêñà:

rv6F πµ= .                                                 (4.41)

Êàê óæå óïîìèíàëîñü âûøå, âÿçêîñòü æèäêîñòè ìîæíî èçìåðèòü, íà-
áëþäàÿ çà äâèæåíèåì òåë â ýòîé æèäêîñòè. Òàê, ïðè ïàäåíèè øàðèêà â æèä-
êîñòè åãî ñêîðîñòü èçìåíÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì:

FFmg
dt
dv

m A −−= .                                    (4.42)

Çäåñü m � ìàññà øàðèêà, FA � âûòàëêèâàþùàÿ ñèëà è F � ñèëà âÿçêîãî

òðåíèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé (4.41).
Ïî èñòå÷åíèè íåêîòîðîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè øàðèê ïðèîáðåòåò ìàê-

ñèìàëüíóþ ñêîðîñòü, ñ êîòîðîé îí ïðàêòè÷åñêè ðàâíîìåðíî áóäåò ïàäàòü
âíèç. Ëåãêî ïîäñ÷èòàòü ýòó ñêîðîñòü, ïîëîæèâ ñóììó ñèë â ïðàâîé ÷àñòè (4.42)
ðàâíîé íóëþ:

( )4
3

6 03π ρ ρ πµr rvø æ− − = .                                (4.43)

Â ýêñïåðèìåíòå èçìåðÿþò ñêîðîñòü ïàäàþùåãî øàðèêà è èç (4.43) îïðåäåëÿþò
âÿçêîñòü æèäêîñòè µ . Òàê, íàïðèìåð, ñêîðîñòü ïàäåíèÿ ñòàëüíîãî øàðèêà ñ

ðàäèóñîì r = 1 ìì â ãëèöåðèíå ïðè 40°Ñ v ≈ 0,5 ñì/ñ, è âÿçêîñòü µ ≈ 0,3 êã/(ì·ñ)
Óêàçàííîé ñêîðîñòè ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëî Ðåéíîëüäñà Re ≈ 0,02, ïîýòîìó çäåñü
îòñóòñòâóåò ïîãðàíè÷íûé ñëîé.

Ïðè ñêîðîñòÿõ ïîòîêà, êîãäà Re > 102, ñèììåòðèÿ îáòåêàíèÿ íàðóøà-
åòñÿ � ïîçàäè øàðà ïðîèñõîäèò îòðûâ ëèíèé òîêà (ðèñ. 4.22). Ïðè òàêèõ ñêî-
ðîñòÿõ ïîãðàíè÷íûé ñëîé
ñòàíîâèòñÿ î÷åíü òîíêèì,
à ïîïåðå÷íûå ãðàäèåíòû
ñêîðîñòè â íåì � áîëüøè-
ìè. Ñèëû âÿçêîñòè, êîòî-
ðûå ïðè ýòîì âîçðàñòàþò,
òîðìîçÿò äâèæåíèå ÷àñòèö
ñðåäû, äâèæóùèõñÿ âäîëü
ïîâåðõíîñòè øàðà, íà-
ñòîëüêî, ÷òî îíè íå â ñî-
ñòîÿíèè ïîëíîñòüþ îáî-
ãíóòü øàð. Õîòÿ òå÷åíèå â
òîíêîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå îñòàåòñÿ ëàìèíàðíûì, ïîçàäè øàðà îáðàçóþòñÿ

âèõðè. Ñèììåòðèÿ äàâëåíèé â òî÷êàõ À è A ′  íàðóøàåòñÿ. Ñïåðåäè øàðà òå÷å-
íèå òàêîå æå, êàê è â îòñóòñòâèå òðåíèÿ, ïîýòîìó äàâëåíèå â òî÷êå Ê

2vpp 2
0k ρ+= . Îäíàêî â òî÷êå K ′  äàâëåíèå 0k pp ≈′ . Ïîýòîìó ðåçóëüòèðóþ-

ùàÿ ñèëà äàâëåíèÿ, äåéñòâóþùàÿ íà øàð â íàïðàâëåíèè ïîòîêà, áóäåò ïðî-

ïîðöèîíàëüíà ãèäðîäèíàìè÷åñêîìó íàïîðó 2v2ρ  è ïëîùàäè ïîïåðå÷íîãî

ñå÷åíèÿ øàðà 2rS π= . Íà ïðàêòèêå ñèëó ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ âû÷èñëÿþò
ïî ôîðìóëå

Ðèñ. 4.22

K
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F C S
v

X= ⋅ ρ 2

2
,          (4.44)

ãäå CX � êîýôôèöèåíò ëîáîâîãî ñî-
ïðîòèâëåíèÿ äëÿ òåëà äàííîé ôîðìû.
Îáëàñòü êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòè

ñèëû F îò ñêîðîñòè v ïðîñòèðàåòñÿ

âïëîòü äî ÷èñåë Ðåéíîëüäñà Re ~ 105.
Ïðè áîëüøèõ ñêîðîñòÿõ ïîãðàíè÷íûé
ñëîé ïîñòåïåííî òóðáóëèçóåòñÿ, è ïðè

5103Re ⋅=  îí ïîëíîñòüþ òóðáóëåíòåí.
Â îáëàñòè ïîñòåïåííîé òóðáóëèçàöèè
ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ñèëà ñîïðîòèâëå-

íèÿ ñ ðîñòîì ñêîðîñòè äàæå óìåíüøàåòñÿ, ïîñêîëüêó ñîêðàùàåòñÿ îáëàñòü
ñðûâà ïîòîêà. Îäíàêî çàòåì êâàäðàòè÷íàÿ çàâèñèìîñòü (4.44) îïÿòü âîññòà-
íàâëèâàåòñÿ, ïðàâäà, ñ íåñêîëüêî ìåíüøèì êîýôôèöèåíòîì CX.

Äëÿ ëàìèíàðíîãî è òóðáóëåíòíîãî îáòåêàíèÿ òåë ìîæíî èñïîëüçîâàòü
åäèíóþ ôîðìóëó äëÿ ðàñ÷åòà ñèëû ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ

( )
2
v

SReCF
2

X
ρ⋅⋅= ,                                  (4.45)

â êîòîðîé êîýôôèöèåíò ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ äîëæåí çàâèñåòü îò ñêîðîñòè
òàê, êàê ýòî èçîáðàæåíî íà ðèñ. 4.23. Ïî ñâîåìó âèäó ýòà çàâèñèìîñòü î÷åíü
ïîõîæà íà çàâèñèìîñòü áåçðàçìåðíîãî ãèäðàâëè÷åñêîãî êîýôôèöèåíòà îò ÷èñ-
ëà Re (ñì. âûøå).

Èëëþñòðàöèåé ê âîç-
íèêíîâåíèþ ñèëû ëîáîâîãî
ñîïðîòèâëåíèÿ èç-çà íåñèì-
ìåòðè÷íîãî îáòåêàíèÿ òåëà
ñëóæàò ïðåäñòàâëåííûå â
òàáëèöå âåëè÷èíû êîýôôè-
öèåíòîâ ëîáîâîãî ñîïðîòèâ-
ëåíèÿ äëÿ òåë ðàçëè÷íîé
ôîðìû. Õîðîøî âèäíî, ÷òî
íàèìåíüøèì êîýôôèöèåí-
òîì ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ
îáëàäàåò îñåñèììåòðè÷íîå
êàïëåâèäíîå òåëî, ó êîòîðî-
ãî òóïîé íîñ è çàîñòðåííàÿ
çàäíÿÿ ÷àñòü. Ïðè îáòåêàíèè
ýòîãî òåëà ïîòîê õîðîøî
ñìûêàåòñÿ ïîçàäè íåãî, ïðå-
ïÿòñòâóÿ, òåì ñàìûì, ïàäå-
íèþ äàâëåíèÿ çà òåëîì.

Ïîäúåìíàÿ ñèëà. Ôîðìóëà Æóêîâñêîãî.
Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè îáòåêàíèè èäåàëüíîé æèäêîñòüþ íåñèì-

ìåòðè÷íûõ òåë, äà åùå ïðîèçâîëüíî îðèåíòèðîâàííûõ ïî íàïðàâëåíèþ ê
ïîòîêó, íà ýòè òåëà áóäåò äåéñòâîâàòü ñèëà F, íàïðàâëåííàÿ ïîä íåêîòîðûì

òåëî

äèñê 1,11

1,35...1,40

0,30...0,40

0,4

0,045

0,1

ïîëóñôåðà

ïîëóñôåðà

øàð

êàïëåâèäíîå

êàïëåâèäíîå

Ñx

Òàáëèöà
êîýôôèöèåíòîâ ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ

Re

Ñ

10

100

10

1,0

0,4

2 3 4 5 60 10 10 10 10 10

x

~

1
�v

const

Ðèñ. 4.23
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óãëîì ê ïîòîêó (ñì. ðèñ. 4.18). Ñî-
ñòàâëÿþùàÿ ýòîé ñèëû F ,

ïàðàëëåëüíàÿ ïîòîêó, ÿâëÿåòñÿ
ñèëîé ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ.

Äðóãàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ⊥F , íà-
ïðàâëåííàÿ ïîïåðåê ïîòîêà, íî-
ñèò íàçâàíèå ïîäúåìíîé ñèëû. Â
êà÷åñòâå âàæíåéøåãî ïðèìåðà
ðàññìîòðèì âîçíèêíîâåíèå
ïîäúåìíîé ñèëû ïðè îáòåêàíèè
âîçäóõîì êðûëà ñàìîëåòà. Òèïè÷-
íàÿ êàðòèíà áåçîòðûâíîãî îáòå-
êàíèÿ âîçäóõîì ïðîôèëÿ êðûëà
ñàìîëåòà ïðè íåáîëüøîì óãëå
àòàêè α  èçîáðàæåíà íà ðèñ. 4.24à.
Óæå èç îäíîãî òîëüêî ôàêòà, ÷òî
ïîòîê ïîñëå îáòåêàíèÿ ïðèîáðåë
ñîñòàâëÿþùóþ èìïóëüñà, íà-
ïðàâëåííóþ âíèç, ñëåäóåò, ÷òî
òàêîé æå èìïóëüñ, íàïðàâëåí-
íûé ââåðõ, ïðèîáðåòàåò êðûëî. Â
ñëó÷àå ëàìèíàðíîãî îáòåêàíèÿ
êðûëà, èñõîäÿ èç ñòðóêòóðû ëè-
íèé òîêà, ìîæíî ïðîàíàëèçèðî-
âàòü ðàñïðåäåëåíèå ñèë äàâëåíèÿ

0p pp −=σ  íà îñíîâå óðàâíåíèÿ

Áåðíóëëè (ðèñ. 4.24á). Ñóììà ýòèõ
ñèë èìååò ðàâíîäåéñòâóþùóþ F,
íàïðàâëåííóþ ïîä íåáîëüøèì
óãëîì ê âåðòèêàëè. Òàêèì îáðà-
çîì, ñîçäàåòñÿ ïîäúåìíàÿ ñèëà

⊥F , çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäÿùàÿ
ñèëó ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ.

Èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñèë
äàâëåíèÿ âèäíî, ÷òî ïîäúåìíàÿ
ñèëà ñîçäàåòñÿ íå ñòîëüêî ïîâû-
øåíèåì äàâëåíèÿ ïîä êðûëîì,
ñêîëüêî ïàäåíèåì äàâëåíèÿ íàä
êðûëîì. Ýòà ñèëà ïðîïîðöèî-
íàëüíà ãèäðîäèíàìè÷åñêîìó
äàâëåíèþ, ïëîùàäè êðûëà S è
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

F C S
v

y⊥ =
ρ 2

2
      (4.46)

ãäå Ñy � êîýôôèöèåíò ïîäúåì-
íîé ñèëû, çàâèñÿùèé îò óãëà

Ðèñ. 4.24

F F

F
KK

K

α

à

á

C

C ïîñ

ïîñ αα

y

y

Ðèñ. 4.25

Ðèñ. 4.26
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àòàêè α. Åñëè áû âîçäóõ îáòåêàë êðûëî áå-
çîòðûâíî, òî êîýôôèöèåíò Ñy âîçðàñòàë
áû ïðîïîðöèîíàëüíî α. Îäíàêî îïûòû ïî-
êàçûâàþò, ÷òî ïðè óãëàõ àòàêè α = 12° ÷ 18°
(â çàâèñèìîñòè îò ôîðìû êðûëà)
ïîäúåìíàÿ ñèëà äîñòèãàåò ìàêñèìóìà, à
çàòåì íà÷èíàåò ïàäàòü (ðèñ. 4.25). Óãîë
àòàêè, ïðè êîòîðîì êîýôôèöèåíò Ñy

ìàêñèìàëåí, íàçûâàåòñÿ ïîñàäî÷íûì,
èëè êðèòè÷åñêèì, à ñîîòâåòñòâóþùèé
êîýôôèöèåíò òàêæå íàçûâàåòñÿ ïîñàäî÷-

íûì. Ó îáû÷íûõ êðûëüåâ Cyïîñ
= 1,2 ÷ 1,6.

Íà ðèñ. 4.26 ïðåäñòàâëåíû ôîòîãðàôèè
ïîòîêîâ ïðè óãëàõ àòàêè α<αïîñ è  α>αïîñ.
Õîðîøî âèäèìûé ñðûâ ïîòîêà è îáðà-
çîâàíèå çàâèõðåíèé ïðèâîäÿò ê ïîâûøå-
íèþ äàâëåíèÿ íàä êðûëîì è óìåíüøå-
íèþ ïîäúåìíîé ñèëû. Êîýôôèöèåíò

Cyïîñ
îïðåäåëÿåò ïîñàäî÷íóþ ñêîðîñòü ñà-

ìîëåòà vïîñ, îïðåäåëÿåìóþ èç ðàâåíñòâà
ïîäúåìíîé ñèëû (4.46) âåñó ñàìîëåòà.
Äëÿ ñíèæåíèÿ ñêîðîñòè ïîñàäêè íåîá-
õîäèìî ïðåäîòâðàòèòü ñðûâ ïîòîêà ïðè
óâåëè÷åíèè óãëà àòàêè. Â ñîâðåìåííîé
àâèàöèè ýòîãî äîáèâàþòñÿ ïðèìåíåíè-
åì íà êðûëüÿõ ïîñàäî÷íûõ ïðèñïîñîá-
ëåíèé � ïîäêðûëêîâ (1) è çàêðûëêîâ
(2), âûäâèãàåìûõ ìåõàíè÷åñêè èç êðûëà
(3) ïðè ïîñàäêå ñàìîëåòà (ðèñ. 4.27).

Âûäàþùàÿñÿ ðîëü â ðàçðàáîòêå òåîðèè îáòåêàíèÿ òåë ïîòîêîì, èìåâ-
øåé èñêëþ÷èòåëüíî âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ ðàçâèòèÿ àâèàöèè, ïðèíàäëåæèò
Í.Å.Æóêîâñêîìó. Îí ïîêàçàë, ÷òî ïîäúåìíàÿ ñèëà êðûëà ñâÿçàíà ñ âèõðåì,
íàçâàííûì èì ïðèñîåäèíåííûì, îáòåêàþùèì êðûëî. Îñíîâíàÿ èäåÿ ðàñ÷åòà
ïîäúåìíîé ñèëû ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó. Åñëè áû â âîçäóõå îòñóòñòâîâàëè
ñèëû âÿçêîñòè, òî êàðòèíà îáòåêàíèÿ êðûëà áûëà áû òàêîé, êàê íà ðèñ. 4.28(à).
Ïîäúåìíàÿ ñèëà, îäíàêî, áóäåò ðàâíà íóëþ, ïîñêîëüêó ïîòîê ïîçàäè êðûëà
íå èçìåíèë íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ. Îáòåêàíèå êðûëà ðåàëüíûì âîçäóõîì,
èçîáðàæåííîå íà ðèñ. 4.28(â), ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñóïåðïîçèöèÿ íå-
âÿçêîãî îáòåêàíèÿ (à) è âèõðåâîãî äâèæåíèÿ âîçäóõà âîêðóã êðûëà ñàìîëåòà
ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå (á). Âåëè÷èíà ïîäúåìíîé ñèëû íàïðÿìóþ ñâÿçàíà ñ íàëè-
÷èåì öèðêóëÿöèè ñêîðîñòè Ã (4.24) ïî êîíòóðó, îõâàòûâàþùåìó êðûëî ñà-
ìîëåòà. Ýòîò êîíòóð äîëæåí íàõîäèòüñÿ âíå ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ (á), òîëùèíà
êîòîðîãî äëÿ äâèæóùåãîñÿ ñ äîçâóêîâîé ñêîðîñòüþ ñàìîëåòà ñîñòàâëÿåò íå-
ñêîëüêî ñàíòèìåòðîâ. Èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà ñëåäóåò, ÷òî
ïîçàäè êðûëà äîëæíû îáðàçîâûâàòüñÿ âèõðè ñ äâèæåíèåì â íèõ âîçäóõà ïðî-
òèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Íà ðèñ. 4.29 ïðåäñòàâëåíà ôîòîãðàôèÿ âèõðåâîé äîðîæ-
êè, îáðàçóþùåéñÿ ïðè îáòåêàíèè ìîäåëè êðûëà ñàìîëåòà. Ýòà öåïî÷êà âèõ-
ðåé ïîÿâëÿåòñÿ ïîòîìó, ÷òî ïðè îòðûâå îò êðûëà îäíîãî âèõðÿ öèðêóëÿöèÿ

1

2

3

Ðèñ. 4.27

+

=

Ðèñ. 4.28

à

á

â
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âîêðóã êðûëà Ã èç-çà âÿç-
êîñòè ïîñòîÿííî óìåíü-
øàåòñÿ. Ïîòîê «ñòðåìèò-
ñÿ» âåðíóòüñÿ ê êîíôè-
ãóðàöèè (à) íà ðèñ. 4.28,
ïðè êîòîðîé ÷àñòèöû
âîçäóõà îãèáàþò çàäíþþ
êðîìêó êðûëà â íàïðàâ-
ëåíèè ñíèçó ââåðõ. À ýòî,
â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ íîâîãî âèõðÿ è âîññòàíîâëåíèþ
öèðêóëÿöèè Ã âîêðóã êðûëà. Ïðè ïîëåòå ñàìîëåòà âèõðè ïåðèîäè÷åñêè îòðûâà-
þòñÿ îò êðûëà è óíîñÿòñÿ ïîòîêîì âîçäóõà. Òàêèì îáðàçîì, âÿçêîñòü ñïîñîá-
ñòâóåò ôîðìèðîâàíèþ îáòåêàíèÿ êðûëà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ñèòóàöèè (â). Ðàñ-
÷åò æå ïîäúåìíîé ñèëû ìîæåò áûòü ïðîâåäåí íà îñíîâå ðåçóëüòèðóþùåé ñèë
äàâëåíèÿ, èñõîäÿ èç òåîðèè òå÷åíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè. Ðàñïðåäåëåíèå äàâ-
ëåíèé âáëèçè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

p p
v v= + −0

0
2 2

2 2
ρ ρ

.                                    (4.47)

Ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè êðûëà äëèíîé L, ðàâíà

dF p p L dí â= − ⋅( ) l                                     (4.48)
è çàâèñèò îò ðàçíîñòè äàâëåíèé ñíèçó è ñâåðõó îò ýëåìåíòà êðûëà (ðèñ. 4.30). Ýòà
ðàçíîñòü äàâëåíèé ìîæåò áûòü âûðàæåíà ñ ïîìîùüþ (4.47) ÷åðåç ñêîðîñòè:

( ) ( )( )p p v v v v v ví â â í â í â í− = − = + −1
2

1
2

2 2ρ ρ .                    (4.49)

Ñêîðîñòè ví è vâ áå-
ðóòñÿ â ñèììåòðè÷íûõ òî÷-
êàõ îòíîñèòåëüíî õîðäû
êðûëà äëèíîé b (íàèáîëüøå-
ãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïåðå-
äíåé è çàäíåé êðîìêîé êðû-

ëà), ýëåìåíò äëèíû dl  â
ôîðìóëå (4.48) � ýòî ýëå-
ìåíò äëèíû õîðäû, ïîñêîëü-
êó ñèëà dF íàïðàâëåíà ïåð-
ïåíäèêóëÿðíî õîðäå. Ïîä-
ñòàâëÿÿ (4.49) â (4.47) è ó÷è-

òûâàÿ, ÷òî v v ví â+ ≈ 2 , íà-
õîäèì ïîëíóþ ñèëó:

( )F dF vL v v d vLâ í

b

⊥ = = − =∫ ∫ρ ρl

0

Γ .                          (4.50)

Ýòà ôîðìóëà ïîëó÷åíà Í.Å.Æóêîâñêèì è íîñèò åãî èìÿ. Öèðêóëÿöèÿ Ã, îïðåäå-
ëÿþùàÿ ïîäúåìíóþ ñèëó, ïðîïîðöèîíàëüíà óãëó àòàêè è äëÿ ïëîñêîãî êðûëà

Ðèñ. 4.30

Ðèñ. 4.29
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Γ = 1
2

π αbv .                                                  (4.51)

Äëÿ ïðîôèëüíîãî êðûëà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 4.30, ïîäúåìíàÿ ñèëà ñóùå-
ñòâóåò è ïðè íóëåâîì óãëå àòàêè (α = 0) è èñ÷åçàåò, êîãäà óãîë àòàêè äîñòè-
ãàåò íåêîòîðîé îòðèöàòåëüíîé âåëè÷èíû.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè óãëà àòàêè ðàñòåò è ëîáîâîå ñîïðîòèâëå-
íèå. Îòíîøåíèå ïîëåçíîé ïîäúåìíîé ñèëû ê âðåäíîé ñèëå ëîáîâîãî ñîïðîòèâ-
ëåíèÿ îïðåäåëÿåò «êà÷åñòâî êðûëà». Äëÿ ëåãêèõ ñïîðòèâíûõ ñàìîëåòîâ è èñòðå-
áèòåëåé ýòî îòíîøåíèå íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ 12 ÷ 15, à äëÿ òÿæåëûõ ãðóçîâûõ è
ïàññàæèðñêèõ ñàìîëåòîâ îíî äîñòèãàåò âåëè÷èí 17 ÷ 25. Àýðîäèíàìè÷åñêîå êà÷å-

ñòâî ïîâûøàåòñÿ ïðè óëó÷øåíèè îá-
òåêàíèÿ (óìåíüøåíèè Ñx) è óâåëè-
÷åíèè îòíîøåíèÿ ðàçìàõà êðûëà L ê
äëèíå åãî õîðäû b. Èç ðàñïðåäåëåíèÿ
ñèë äàâëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ðàâíîäåé-
ñòâóþùàÿ ýòèõ ñèë ñìåùåíà ê ïåðå-
äíåé êðîìêå êðûëà. Ýòî íåîáõîäèìî
ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå ïðè îïðåäå-
ëåíèè ìîìåíòîâ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà
êðûëî è îïðåäåëÿþùèõ óñòîé÷èâîñòü
ñàìîëåòà. Âåñüìà ïîó÷èòåëüíûì ÿâëÿ-
åòñÿ îïûò ñ òîíêèì äèñêîì, íàõîäÿ-
ùèìñÿ â ïîòîêå âîçäóõà. Åñëè ñòðóþ
îò âåíòèëÿòîðà íàïðàâèòü íà äèñê, êî-

òîðûé ìîæåò ñâîáîäíî âðàùàòüñÿ âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè (ðèñ. 4.31), òî äèñê
çàéìåò óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå, ïðè êîòîðîì åãî ïëîñêîñòü ïåðïåíäèêóëÿðíà
ïîòîêó âîçäóõà. Åñëè äèñê ñëó÷àéíî ïîâåðíåòñÿ, è êðîìêà Ê1 îêàæåòñÿ áëèæå ê
âåíòèëÿòîðó, ÷åì êðîìêà Ê2, òî âîçíèêíåò ïîäúåìíàÿ ñèëà, òî÷êà ïðèëîæåíèÿ
êîòîðîé áóäåò ðàñïîëîæåíà ìåæäó êðîìêîé K1 è îñüþ âðàùåíèÿ äèñêà. Ìîìåíò
ýòîé ñèëû ïîâåðíåò äèñê â èñõîäíîå óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå. Îòìåòèì, ÷òî ïîëî-
æåíèå, ïðè êîòîðîì ïëîñêîñòü äèñêà íàïðàâëåíà ïî ïîòîêó, ÿâëÿåòñÿ òàêæå
ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ, îäíàêî ýòî ðàâíîâåñèå ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì.

Ýôôåêò Ìàãíóñà.
Åñëè ðàñïîëîæèòü öèëèíäð ïîïåðåê

ïîòîêà, òî íà íåãî áóäåò äåéñòâîâàòü ñèëà
ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ. Îäíàêî åñëè öè-
ëèíäð ïðèâåñòè âî âðàùåíèå âîêðóã ñâîåé
îñè, òî ïîÿâèòñÿ òàêæå è ïîäúåìíàÿ ñèëà. Â
ýòîì ëåãêî ìîæíî óáåäèòüñÿ, åñëè ïðîíàá-
ëþäàòü çà òðàåêòîðèåé ïàäàþùåãî ëåãêîãî
ïåíîïëàñòîâîãî öèëèíäðà, ñêàòèâøåãîñÿ ñ
íàêëîííîé ïëîñêîñòè (ðèñ. 4.32). Öèëèíäð
ïàäàåò ïîä ñòîë, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î íà-
ëè÷èè ñèëû F, íàïðàâëåííîé ïåðïåíäèêó-
ëÿðíî ñêîðîñòè äâèæåíèÿ îñè öèëèíäðà. Ýòà
ñèëà ïîÿâëÿåòñÿ âñëåäñòâèå âðàùåíèÿ öè-
ëèíäðà â âÿçêîì âîçäóõå. Ñàìî ÿâëåíèå ïî-
ëó÷èëî íàçâàíèå ýôôåêòà Ìàãíóñà.

Ðèñ. 4.31
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Ïðè âðàùåíèè öèëèíäðà âîçäóõ
â ïîãðàíè÷íîì ñëîå óâëåêàåòñÿ ïîâåðõ-
íîñòüþ öèëèíäðà. Îáòåêàíèå âðàùàþùå-
ãîñÿ öèëèíäðà áóäåò âûãëÿäåòü òàê, êàê
ïîêàçàíî íà ðèñ. 4.33. Ñêîðîñòü âîçäóø-
íîãî ïîòîêà íàä öèëèíäðîì áóäåò áîëü-
øå, ÷åì ïîä íèì. Âåëè÷èíà ñèëû F, êàê
ïîêàçûâàåò ðàñ÷åò, âîçðàñòàåò ñ óâåëè-
÷åíèåì êàê ñêîðîñòè ïîòîêà, òàê è óã-
ëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ öèëèíäðà.

Ýôôåêò Ìàãíóñà íå ïîëó÷èë
øèðîêîãî òåõíè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ,
õîòÿ ïðåäïðèíèìàëèñü ïîïûòêè çàìåíèòü ïàðóñà êîðàáëåé âðàùàþùèìñÿ öè-
ëèíäðîì (ðîòîðîì Ôëåòòíåðà). Îäíàêî â ñïîðòèâíûõ èãðàõ ñ ìÿ÷îì ïîñëå-
äíèé ÷àñòî ïîäêðó÷èâàþò, ÷òîáû çàäàòü ïîëåòó ìÿ÷à íóæíóþ òðàåêòîðèþ.

Ýêðàííûé ýôôåêò.
Ýòîò ýôôåêò çàêëþ÷àåòñÿ â óâåëè÷åíèè ïîäúåìíîé ñèëû, à òàêæå â

ñíèæåíèè ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ íà âûñîòàõ, ñîèçìåðèìûõ ñ äëèíîé õîð-
äû êðûëà ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà. Ïðèðîñò ïîäúåìíîé ñèëû êðûëà âáëèçè ðîâ-
íîãî ó÷àñòêà Çåìëè èëè ïîâåðõíîñòè âîäû (ýêðàíà) âûçûâàåòñÿ ïîâûøåíèåì
äèíàìè÷åñêîãî äàâëåíèÿ íà íèæíåé ïîâåðõíîñòè êðûëà âñëåäñòâèå áëèçîñòè
ýêðàíà. Ñíèæåíèå ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ñâÿçàíî ñ óìåíüøåíèåì èíòåí-
ñèâíîñòè îáðàçîâàíèÿ âèõðåé îêîëî êîíöîâ êðûëüåâ.

Ïåðâûìè íà÷àëè èçó÷àòü ýêðàííûé ýôôåêò ñóäîñòðîèòåëè. Øâåäñêèé
ó÷åíûé Ý. Ñâåäáåðã â 1716 ã. ïðåäëîæèë èäåþ èñïîëüçîâàíèÿ «âîçäóøíîé
ïîäóøêè» äëÿ óìåíüøåíèÿ ñîïðîòèâëåíèÿ äâèæåíèþ ñóäîâ. Âïîñëåäñòâèè
ýòà èäåÿ íàøëà âîïëîùåíèå ïðè ñòðîèòåëüñòâå ýêðàíîïëàíîâ � âîçäóøíûõ
ñóäîâ, ëåòàþùèõ âáëèçè ýêðàíà. Ïåðâûé ýêñïåðèìåíòàëüíûé ýêðàíîïëàí áûë
ïîñòðîåí â 1935 ã. ôèíñêèì èíæåíåðîì Ò. Êààðíî. Ðàçðàáîòêà è ïðîèçâîäñòâî
ýêðàíîïëàíîâ, íå èìåþùèõ ìèðîâûõ àíàëîãîâ, ïîëó÷èëè øèðîêîå ðàçâèòèå

Ðèñ. 4.34

Ðèñ. 4.33

F
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â 80-å ãîäû â ÑÑÑÐ. Ïîëåò ýêðàíîïëàíà «Ëóíü» (äåêàáðü 1989 ã.) ïîêàçàí íà
ôîòîãðàôèè (ðèñ. 4.34). Ýêðàíîïëàí ñîåäèíÿåò â ñåáå ïîëîæèòåëüíûå êà÷å-
ñòâà ñàìîëåòîâ è êîðàáëåé, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü åãî äëÿ ïåðåâîçêè
ïàññàæèðîâ è ãðóçîâ, ïîèñêîâî-ñïàñàòåëüíûõ ðàáîò, âîåííûõ öåëåé è äð. Ñêî-
ðîñòü äâèæåíèÿ òàêèõ ñóäîâ ó ýêðàíà ñîñòàâëÿåò 400�550 êì/÷, ïðè ïîëåòå
âíå ýêðàíà � äî 750 êì/÷; âûñîòà ïîëåòà âíå ýêðàíà � äî 7500 ì; ìîðåõîä-
íîñòü ïðè ïîñàäêå â ìîðå � äî 5 áàëëîâ (âûñîòà âîëíû äî 3,5 ì). Ýêðàíîïëàí
ìîæåò ïðèíÿòü íà áîðò äî 800 ÷åëîâåê.

Ñâåðõçâóêîâîå îáòåêàíèå òåë.
Îáòåêàíèå òåëà âîçäóøíûì ïî-

òîêîì, ñêîðîñòü êîòîðîãî ïðåâûøàåò
ñêîðîñòü çâóêà â âîçäóõå, èìååò ðÿä
ñïåöèôè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé. Ðàññìîò-
ðèì âíà÷àëå îáòåêàíèå ñèëüíî âûòÿ-
íóòîãî âäîëü ïîòîêà òåëà, íàïîìèíà-
þùåãî èãëó (ðèñ. 4.35). Â íåïîñðåäñòâåí-
íîé áëèçîñòè ïåðåä îñòðèåì â ò. Î âîç-
íèêàåò âîçìóùåíèå ïëîòíîñòè âîçäó-
õà ∆ρ > 0. Ýòî âîçìóùåíèå â íåïîä-
âèæíîì âîçäóõå ðàñïðîñòðàíÿëîñü áû
â âèäå ñôåðè÷åñêèõ âîëí, ðàäèóñ êî-
òîðûõ R óâåëè÷èâàëñÿ áû ñî âðåìåíåì
ïî çàêîíó: R = ct. Â ñâåðõçâóêîâîì ïî-
òîêå ýòè âîçìóùåíèÿ áóäóò ñíîñèòüñÿ
ïîòîêîì è îñòàâàòüñÿ âíóòðè êîíóñà
âîçìóùåíèé � êîíóñà Ìàõà ñ óãëîì

sin /α = <c v 1 .
Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíöèïîì îáðà-

òèìîñòè äâèæåíèÿ, ñîãëàñíî êîòîðîìó,
îáòåêàíèå òåëà âîçäóõîì ýêâèâàëåíòíî
äâèæåíèþ òåëà â íåïîäâèæíîì âîçäóõå.
Ñ ó÷åòîì ýòîãî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïðè
äâèæåíèè òåëà ñî ñâåðõçâóêîâîé ñêîðî-
ñòüþ âîçáóæäàþòñÿ âîçìóùåíèÿ ïëîòíî-
ñòè è äàâëåíèÿ, ëîêàëèçîâàííûå íà ïî-
âåðõíîñòè äâèæóùåãîñÿ ñ òåëîì êîíóñà
Ìàõà. Êîãäà ýòî âîçìóùåíèå äîñòèãàåò
íåïîäâèæíûõ ÷àñòèö âîçäóõà, òî ïîñëå-
äíèå ïîëó÷àþò âîçäåéñòâèå, ïîäîáíîå
óäàðó, è ïðèõîäÿò â äâèæåíèå. Ïîýòîìó
ðàñïðîñòðàíåíèå òàêîãî âîçìóùåíèÿ íî-
ñèò íàçâàíèå óäàðíîé âîëíû.

Ïðè îáòåêàíèè ñâåðõçâóêîâûì
ïîòîêîì êîíè÷åñêîãî òåëà (ðèñ. 4.36à) ëè-
íèè òîêà «ïðåëîìëÿþòñÿ» íà ïîâåðõíîñ-
òè ôðîíòà óäàðíîé âîëíû � êîíóñà Ìàõà.
Äëÿ êëàññèôèêàöèè òå÷åíèÿ ââîäÿò ÷èñ-

Ðèñ. 4.35
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ëî Ìàõà M = v c/ . Îíî ðàâíî îòíîøåíèþ ñêîðîñòè òå÷åíèÿ ê ñêîðîñòè çâóêà
â äàííîì ìåñòå ñðåäû. Â íåâîçìóùåííîì ñâåðõçâóêîâîì ïîòîêå Ì > 1. Íà ïîâåð-
õíîñòè êîíóñà Ìàõà èç-çà ïîâûøåíèÿ ïëîòíîñòè ñêîðîñòü çâóêà âîçðàñòàåò, è
Ì = 1. Ïîä ïîâåðõíîñòüþ êîíóñà âîçäóõ ðàçðåæåí è åãî îáòåêàíèå íîñèò äîçâó-
êîâîé õàðàêòåð (Ì < 1). Ïðè îáòåêàíèè òåëà ñ øèðîêîé ïåðåäíåé ÷àñòüþ ôðîíò
óäàðíîé âîëíû (ñêà÷îê óïëîòíåíèé) áóäåò óæå íå êîíóñîì, à áîëåå ñëîæíîé
ïîâåðõíîñòüþ, êîòîðàÿ îòõîäèò îò òåëà (ðèñ. 4.36á).

Íà îáðàçîâàíèå óäàðíûõ âîëí
ðàñõîäóåòñÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ äâè-
æóùåãîñÿ òåëà. Ïîýòîìó äàæå â îòñóò-
ñòâèå âÿçêîñòè ïðè ñâåðõçâóêîâûõ ñêî-
ðîñòÿõ âîçíèêàåò çíà÷èòåëüíàÿ ñèëà ëî-
áîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ. Ýòà ñèëà ñóùå-
ñòâåííî çàâèñèò îò ôîðìû ãîëîâíîé ÷à-
ñòè äâèæóùåãîñÿ òåëà. Íàïðèìåð, èãëà
(ðèñ. 4.37), ïîìåùåííàÿ ïåðåä öèëèíä-
ðè÷åñêèì òåëîì, êàê áû ðàññåêàåò ïî-
òîê, ñïîñîáñòâóÿ îòðûâó ïîòîêà îò ïî-
âåðõíîñòè öèëèíäðà. Ýòîò îòðûâ ïîòî-
êà ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ëîáîâîãî
ñîïðîòèâëåíèÿ. Ýòîé æå öåëè ñëóæàò ñòðåëîâèäíûå (ñêîøåííûå) è òðåó-
ãîëüíûå êðûëüÿ íà ñâåðõçâóêîâûõ ñàìîëåòàõ.

Îòäåëüíî ñëåäóåò óïîìÿíóòü îá îáòåêàíèè ñ ãèïåðçâóêîâîé ñêîðîñ-
òüþ, êîãäà ÷èñëî Ìàõà Ì >> 1. Ïîëåò òåë â ãàçå ñ òàêèìè ñêîðîñòÿìè (íàïðè-
ìåð, ñïóñêàåìûõ êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ) ñâÿçàí ñ óâåëè÷åíèåì òåìïåðàòó-
ðû ãàçà âáëèçè ïîâåðõíîñòè òåëà äî î÷åíü áîëüøèõ çíà÷åíèé. Ýòî îáóñëîâëå-
íî àäèàáàòè÷åñêèì íàãðåâîì ñæèìàåìîãî âîçäóõà ïåðåä ãîëîâíîé ÷àñòüþ òåëà
è âûäåëåíèåì òåïëîòû âñëåäñòâèå âÿçêîãî òðåíèÿ. Ïðè èçó÷åíèè ãèïåðçâóêî-
âûõ òå÷åíèé íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü íå òîëüêî ñæèìàåìîñòü âîçäóõà, íî è
íåëèíåéíûé õàðàêòåð åãî äâèæåíèÿ, òàê êàê âîçìóùåíèÿ ïëîòíîñòè ∆ρ è
äàâëåíèÿ ∆p íå ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàâíîâåñíûìè çíà÷åíèÿìè ïëîòíîñòè
ρ0 è äàâëåíèÿ p0. Ïîìèìî ýòîãî, ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ íåîáõîäèìî ó÷èòû-
âàòü è èçìåíåíèå ôèçèêî-õèìè÷åñêèõ ñâîéñòâ âîçäóõà. Îãðàíè÷èìñÿ ëèøü îä-
íèì âàæíûì âûâîäîì èç òàêîãî àíàëèçà. Ïðè î÷åíü áîëüøèõ ÷èñëàõ Ìàõà äàâ-
ëåíèå âîçäóõà íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä ãîëîâíîé ÷àñòüþ ìîæåò áûòü ïðåíåáðå-
æèìî ìàëûì ïî ñðàâíåíèþ ñ
äàâëåíèåì âîçäóõà íà ôðîíòå
óäàðíîé âîëíû, ãäå Ì >> 1.

Íà ðèñ. 4.38 ïðåäñòàâëå-
íû ýêñïåðèìåíòàëüíûå çàâèñè-
ìîñòè êîýôôèöèåíòîâ ëîáîâî-
ãî ñîïðîòèâëåíèÿ äëÿ òåë â
âèäå øàðà è öèëèíäðà ñ êîíè-
÷åñêîé ãîëîâíîé ÷àñòüþ îò ÷èñ-
ëà Ìàõà. Õîðîøî âèäíî, ÷òî â
ñèëó âûøåóêàçàííîãî ïàäåíèÿ
äàâëåíèÿ ïåðåä ãîëîâíîé ÷àñ-
òüþ êîýôôèöèåíòû ëîáîâîãî
ñîïðîòèâëåíèÿ óáûâàþò ñ ðîñ-
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Ðèñ. 4.38
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òîì Ì, à íà÷èíàÿ ñ Ì = 4 ìåíÿþòñÿ ìàëî è ñðàâíèìû ñî çíà÷åíèÿìè êîýô-
ôèöèåíòîâ ïðè äîçâóêîâûõ òå÷åíèÿõ.

Ïðè ñâåðõçâóêîâûõ ñêîðîñòÿõ ìåíÿåòñÿ êàðòèíà îáòåêàíèÿ êðûëà ñà-
ìîëåòà. Íàä êðûëîì òå÷åíèå îòðûâàåòñÿ îò åãî ïîâåðõíîñòè, à ïîä êðûëîì
âîçíèêàåò ñêà÷îê ïëîòíîñòè. Ïðè òàêîì îáòåêàíèè, êàê ïîêàçûâàåò àíàëèç,
âåëè÷èíà ïîäúåìíîé ñèëû ìîæåò áûòü ãðóáî îöåíåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì òåî-

ðèè Íüþòîíà, â êîòîðîé F⊥ ~ sin2 α .
Îäíèì èç óíèêàëüíûõ äîñòèæå-

íèé ñîâðåìåííîé àýðîäèíàìèêè ÿâëÿ-
åòñÿ ñîçäàíèå â Ðîññèè â 1997 ã. íîâåé-
øåãî èñòðåáèòåëÿ ÑÓ-37, ó êîòîðîãî
âïåðâûå â ìèðå èñïîëüçîâàíû êðûëüÿ ñ
îòðèöàòåëüíîé ñòðåëîâèäíîñòüþ. Êîíòóð
ýòîãî ñàìîëåòà èçîáðàæåí íà ðèñ. 4.39. Òà-
êîé ñàìîëåò èìååò ìåíüøåå àýðîäèíà-
ìè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå, ÷åì ñàìîëåò
ñ îáû÷íûì ñòðåëîâèäíûì êðûëîì. Ïî-
ìèìî ýòîãî, ó íåãî óâåëè÷åííàÿ ïîäúåì-
íàÿ ñèëà íà ìàëûõ è âûñîêèõ ñêîðîñòÿõ
è óíèêàëüíûå âçëåòíî-ïîñàäî÷íûå õà-
ðàêòåðèñòèêè.

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå àýðîäèíàìè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ.
Âçàèìîäåéñòâèå ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ ñ ïîòîêîì âîçäóõà èçó÷àþò

ýêñïåðèìåíòàëüíî â õîäå ëåòíûõ èñïûòàíèé. Äëÿ ýòîãî íà áîðò àïïàðàòà óñòà-
íàâëèâàåòñÿ ðàçíîîáðàçíàÿ àïïàðàòóðà, ôèêñèðóþùàÿ àýðîäèíàìè÷åñêèå
íàãðóçêè. Îäíàêî çíà÷èòåëüíî áîëüøèé îáúåì èíôîðìàöèè óäàåòñÿ ïîëó÷èòü
ïðè îáäóâàíèè ïîòîêîì âîçäóõà ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà â íàòóðàëüíóþ âåëè-
÷èíó èëè åãî óìåíüøåííîé ãåîìåòðè÷åñêîé êîïèè (ìîäåëè). Ýòî îñóùåñòâëÿ-
åòñÿ â àýðîäèíàìè÷åñêîé òðóáå, ñõåìà êîòîðîé èçîáðàæåíà íà ðèñ. 4.40. Â
çàìêíóòîì êàíàëå ïåðåìåííîãî ñå÷åíèÿ ñ ïîìîùüþ ìîùíîãî âåíòèëÿòîðà 1
ñîçäàåòñÿ ïîòîê âîçäóõà â íàïðàâëåíèè, óêàçàííîì ñòðåëêàìè. Â óçêîé ÷àñòè
êàíàëà (ñîïëå), ãäå ñêîðîñòü ïîòîêà íàèáîëüøàÿ, ïîìåùàåòñÿ èññëåäóåìûé
îáúåêò 2 (èëè åãî ìîäåëü). Ýòîò îáúåêò ñâÿçàí ñ àýðîäèíàìè÷åñêèìè âåñàìè 3,

ïîçâîëÿþùèìè èçìåðÿòü àýðî-
äèíàìè÷åñêèå ñèëû è ìîìåí-
òû ñèë, äåéñòâóþùèå íà îáúåêò.
Êðîìå òðóá ñ çàìêíóòûì öèê-
ëîì ñóùåñòâóþò ðàçîìêíóòûå
àýðîäèíàìè÷åñêèå òðóáû, â êî-
òîðûå ãàç ïîäâîäèòñÿ èç ñïåöè-
àëüíûõ åìêîñòåé. Àýðîäèíàìè-
÷åñêàÿ òðóáà äëÿ ýêñïåðèìåíòîâ
ñ îáúåêòàìè â íàòóðàëüíóþ âå-
ëè÷èíó ÿâëÿåòñÿ ãðîìàäíîé,
ñëîæíîé è ÷ðåçâû÷àéíî äîðî-
ãîñòîÿùåé óñòàíîâêîé. Ïåðâàÿ â
ìèðå àýðîäèíàìè÷åñêàÿ òðóáà
áûëà ñîçäàíà â 1897 ã. Ê.Ý. Öè-

Ðèñ. 4.39

1

2

3

Ðèñ. 4.40
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îëêîâñêèì ïðè ïîääåð-
æêå Í.Å. Æóêîâñêîãî. Â
ýòîé òðóáå îí ïðîâåë èñ-
ñëåäîâàíèÿ ìîäåëåé
äèðèæàáëåé è ñàìîëåòîâ
â ïîòîêå, ñêîðîñòü êî-
òîðîãî ñîñòàâëÿëà îêîëî
5 ì/ñ. Â 1902 ã. Í.Å. Æó-
êîâñêèé ïîñòðîèë ïðè
ìåõàíè÷åñêîì êàáèíåòå
Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñè-
òåòà ïåðâóþ àýðîäèíà-
ìè÷åñêóþ òðóáó ñ ýëåê-
òðè÷åñêèì ïðèâîäîì. Â 1904 ã. ïîä åãî ðóêîâîäñòâîì áûë ñîçäàí ïåðâûé â ìèðå
àýðîäèíàìè÷åñêèé èíñòèòóò (ÖÀÃÈ), îêàçàâøèé îãðîìíîå âëèÿíèå íà ðàçâè-
òèå àâèàöèè è êîñìîíàâòèêè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â ìèðå ñóùåñòâóþò óíèêàëü-
íûå àýðîäèíàìè÷åñêèå òðóáû, ïîçâîëÿþùèå ïðîâîäèòü èñïûòàíèÿ ëåòàòåëü-
íûõ àïïàðàòîâ â íàòóðàëüíóþ âåëè÷èíó ïðè ñâåðõçâóêîâûõ ñêîðîñòÿõ ïîòîêîâ.

Â ìåíåå äîðîãîñòîÿùèõ ýêñïåðèìåíòàõ ñ ìîäåëÿìè âîçíèêàåò ïðîáëå-
ìà ïåðåíåñåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòà íà ðåàëüíûå îáúåêòû. ßñíî, ÷òî
ìîäåëü äîëæíà áûòü òî÷íîé óìåíüøåííîé ãåîìåòðè÷åñêîé êîïèåé îáúåêòà.
Åñëè, íàïðèìåð, áóãîðêè íà ïîâåðõíîñòè êðûëà ðåàëüíîãî ñàìîëåòà äîñòèãà-
þò íåñêîëüêèõ ìèêðîí, òî ó ìîäåëè, óìåíüøåííîé â 10 ðàç, êðûëüÿ äîëæíû
áûòü îòïîëèðîâàíû äî äîëåé ìèêðîíà. Îäíàêî îäíîãî ëèøü ãåîìåòðè÷åñêîãî
ïîäîáèÿ íåäîñòàòî÷íî. Íàäî òàêæå ñîçäàòü òàêèå óñëîâèÿ îáòåêàíèÿ, ïðè êî-
òîðûõ ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó âñåìè ñèëàìè (äàâëåíèÿ, âÿçêîñòè è ò.ä.) â ìî-
äåëüíûõ è ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ áûëè áû îäèíàêîâû. Äëÿ äîçâóêîâûõ ñêîðîñòåé
êðèòåðèåì ïîäîáèÿ íàòóðíûõ è ìîäåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâî ÷èñåë Ðåéíîëüäñà â îáîèõ ñëó÷àÿõ:

Re = =
ρ

µ
ρ

µ
ì ì ì

ì

í í í

í

v vl l

.                                  (4.52)

Çäåñü èíäåêñû «ì» è «í» îòíîñÿòñÿ ê ïàðàìåòðàì ìîäåëüíîãî è íàòóðíîãî
ýêñïåðèìåíòîâ. Åñëè, íàïðèìåð, ðàçìåð ìîäåëè â 10 ðàç ìåíüøå ðàçìåðîâ

ðåàëüíîãî îáúåêòà ( l lì í= 01, ), òî ïîäîáèå îáòåêàíèÿ ìîæåò áûòü äîñòèãíó-
òî ëèáî ïðè äåñÿòèêðàòíîì óâåëè÷åíèè ñêîðîñòè ïîòîêà, ëèáî ïðè òàêîì æå
óâåëè÷åíèè ïëîòíîñòè âîçäóõà. Âòîðîå ÷àùå îêàçûâàåòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíåå,
ïîñêîëüêó ñêîðîñòü vì íå ìîæåò ïðåâçîéòè ñêîðîñòü çâóêà, êîãäà êàðòèíà
ñòàíîâèòñÿ ïðèíöèïèàëüíî äðóãîé. Ïîýòîìó â àýðîäèíàìè÷åñêèõ òðóáàõ âîç-
äóõ ñæèìàåòñÿ äî äàâëåíèÿ â íåñêîëüêî äåñÿòêîâ àòìîñôåð, ÷òî ïîçâîëÿåò
îáåñïå÷èòü óñëîâèå (4.52).

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè íà ðèñ. 4.41 ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå âîçäóø-
íûõ ïîòîêîâ, îáòåêàþùèõ ìîäåëè çäàíèé. ßñíî, ÷òî òàêîé ýêñïåðèìåíò ÿâ-
ëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ïîëåçíûì ïðè ïðîåêòèðîâêå ñòðîèòåëüñòâà çäàíèé è îá-
ëåã÷àåò ðàñ÷åòû äåéñòâóþùåé íà íèõ âåòðîâîé íàãðóçêè. Ïðè ñâåðõçâóêîâûõ
èñïûòàíèÿõ ìîäåëü ïîìåùàåòñÿ â ñîïëî Ëàâàëÿ, óñòàíàâëèâàåìîå â àýðîäè-
íàìè÷åñêîé òðóáå. Ïîòåðè íà îáðàçîâàíèå óäàðíûõ âîëí â òàêîé òðóáå âåñüìà
âåëèêè, ïîýòîìó èñïîëüçóþòñÿ ìîùíûå ìíîãîñòóïåí÷àòûå êîìïðåññîðû.
Øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè áàëëîííûå àýðîäèíàìè÷åñêèå òðóáû, â

Ðèñ. 4.41
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êîòîðûå âîçäóõ ïîñòóïàåò èç áàëëîíîâ âûñîêîãî äàâëåíèÿ (íåñêîëüêî òûñÿ÷
àòìîñôåð). Â ñâåðõçâóêîâîì ðåæèìå ïîìèìî (4.52) íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå è
âòîðîãî óñëîâèÿ ïîäîáèÿ � ðàâåíñòâà ÷èñåë Ìàõà:

M = =
v
c

v
c

ì

ì

í

í
.                                         (4.53)

Îòìåòèì, ÷òî â òðóáàõ, ãäå Ì >> 1, âîçíèêàåò ðÿä òåõíè÷åñêèõ ïðî-
áëåì, ñâÿçàííûõ ñ ïðåäîòâðàùåíèåì êîíäåíñàöèè ñòðóè âîçäóõà âñëåäñòâèå
ïîíèæåíèÿ òåìïåðàòóðû ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åðåç ñîïëî Ëàâàëÿ. Ñ ýòîé öåëüþ
âîçäóõ ïðåäâàðèòåëüíî ïîäîãðåâàþò äî òåìïåðàòóð ~103 Ê, ëèáî èñïîëüçóþò
ãàç ãåëèé, êîíäåíñàöèÿ êîòîðîãî ïðîèñõîäèò ïðè äîñòàòî÷íî íèçêèõ òåìïå-
ðàòóðàõ.
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